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BepoBaTtHoha, HopmanHa pacnogena u lNpeaBsuhamwe

3. BepoBaTtHOoha

3.1 BepoBaTHoha

MogaTtke u3 ysopka KOpUCTMMO Aa AOHECeMO 3aKibyyke O nonynauuju us kKoje je y3eT y3opak. Ha
npuMep, Ha KIUMHWYKOM MUCTpaKuBamwy MOXemo 3anasvTn ga oppeheHu 6poj nauujeHata koju cy
nobunu HoBu TpeTMaH, 6orbe pearyje o nauujeHata koju cy gobunu ctapu TpetmaH. XXenumo Aa
3Hamo Aa nu he Hanpedak 6UTK yourbMB KoA Uene rpyne nauujeHara, U ako je Tako, KOJIMKO BENUKK
6u oH morao 6utn. Teopuja BepoBaTHohe Ham omoryhasa Aa nNoBexemo y3opke W nonynauujy, n aa
OOHeceMOo 3aKkrbyyke O nonynaumju Ha ocHoBY Yy3opaka. [Movehemo auckycujy o BepoBaTHohu ca
HEeKVMM jeAHOCTaBHUM CpeAcTBMMA, Kao LITO Cy HOBYMAM U KOLKMLE, ann NoBe3aHOCT ca MeaNLMHCKUM
npobnemuma he y6p3o nocraTtu jacHa.

lMpBO noctaBMMO NuTakwe LWTa TayHO 3Ha4M "BepoBaTHoha". Y oBoM geny kopuctuhemo
yyectany geduHuunjy: eeposamHoha da he ce Heku doeahaj Oecumu rnod odpeheHum ycrioguma
Moxe ce OeghuHucamu Kao 0OHOC MOHae/baka OHUX ycriosa y Kojuma 6u ce Ooeafjaj Oewasao y
dyaopoyHom rnepuody. Ha npumep, ako 6auumo HoBYMh OH NagHe Ha rna.y uMnu Ha nucmo. MNpe Hero
wTo ra 6ayumo, HeMaMo HMKaKBa casHaha Ha kojy he cTpaHy nactu, anv 3Hamo aa he To 6utn nucmo
unu rnaea. HapaBHO, HAKOH WTO CMO ra Gaumnu, 3Hamo koju je ucxod. Ako HactaBMMmo ga bauamo
HoBuuh, Tpebano 6u ga go6MjeMO HEKONUKO rraBa M HEKONWKO nucama. AKO HacTaBMMO Ca UCTUM
n3BecHo Bpeme, oHAa hemo ovekmBaTu Aa AobWjeMO WUCTO OHOMMKO rnaeBa KOMMKO W nucama.
BepoBatHoha ga gobujemo rnaBy je NornoBuYHa, jep y Ayrom Hu3y bauana, rmaBa 6u Tpebano ga
nagHe y MONOBUHM of yKynHor 6poja 6auawa. bpoj rmaea koju 6u mMorao ga HacTaHe y HEKOIUKO
Hauarba HoBuMha 30Be ce crnyvajHa npoMeHrbuBa (random variable), TO jeCT, NPOMEHIbUBA KOja MOXe
Aa pobvje Buwe of jeaHe BpedHOCTW Y AaTuMm BepoBaTHohama. Ha mctu HauuH, BadeHa Koukuua
MOXe [a Mokaxe LecT nuua, bpojeBe of jefaH A0 LIeCT, ca jedHakom BeposaTHohoM. Moxemo Aa
ncnuTyjemo criydajHe NpoMeHsbuBe kao LWTo cy 6poj wectuua y agatom 6pojy H6auara, 6poj 6auara
npe npBe LWecTuue, U Tako aarse.

YyecTtana geduHuumnja BepoBaTtHohe Takohe ce 0AHOCKU Ha KOHTUHYarnHO Mepere, Kao LWTO je
rbyAcka BucuHa. Ha npumep, npeTnoctaBMMO Aa je NpocevHa BUCUMHA XeHcke nonynauuje 168 um.
OHpa je monoBuHa XeHcke nonynauunje suwa og 168 um. Ako msabepemo xeHe cryyajHo (Tj. 6e3
ocobuHa XeHa Koje yTudy Ha us3bop) y ayrom Hu3y msabpaHux, xxeHe he 6utm Buwe og 168 um.
BepoBatHoha ga je xeHa Buwa og 168 um je jeaHa nonosBuHa. CnuyHo Tome, ako 1/10 xeHa mma
BUCUHY n3Hag 180 um, xxeHe nsabpaHe cny4ajHo he 6utn Buwe og 180 um ca BepoBaTHohom og 1/10.
Ha wnctn HaumH moxemo Hahu ga ce BepoBaTHoha BUCMHEe Hanasu mamelly 6uno kojux gatux
BpeaHocTU. Kaga MepMMo HenpekuaHW KBaHTUTET yBEK CMO OrpaHWYeHn MeTodoM Mepena, U OHAa
Kaja Kaxemo fa je xeHa Bucoka 170 um mucnmmo ga je sucuHa nsmehy, peuumo 169.5um n 170.5um,
Yy 3aBMCHOCTW Of MPEeLM3HOCTU ca KOjOM MeprMOo. 3HauMm OHO LITO Hac UHTepecyje je BeposaTHoha
cryyajHe NpOMeHIbMBE Koja y3uma BpedHOCTU u3Mmelly W3BECHWX rpaHuua, npe Hero wusmehy
oapefeHnx BpeaHoCTw.
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3.2 OcobuHe BepoBaTHOhe
Cnepehe jegHocTaBHe 0cobuHe npousunase us geduvHuumje o BepoBaTHONN.

« BepoBatHoha nexu namehy 0.0 n 1.0. Ako ce gorahaj Hukaga He gecu, BeposaTHoha je 0.0,
aKo ce yBek fellaBa BepoBaTHoha je 1.0.

o [lpasuno cabupama (addition rule). MNpeTnoctaBumo fa ce ABa porahaja o MHTepeca
mehycobHO wuckibydyjy, Tj. kag ce jedaH gecu Hemoryhe je ga he ce u gpyrm gecutu.
BepoBatHoha pga he ce pgecutn jegaH unu apyru, je 36Mp HMXOBUX NOjeOUHAYHUX
BepoBaTHoha. Ha npumep, 6ayeHa koukvLua MOXe Oa Ce OKpeHe Ha jejaH unu Aea, anu
HMKako Ha oba 6poja. BeposaTHoha aa ce nobuje jeaaH nnu gBa = 1/6 + 1/6 = 2/6.

« [llpasuno mHoxera (multiplication rule). NMpeTtnoctaBumo Aa cy Asa gorahaja og uHTepeca
He3aBWCHa, Tj. TO WITO 3HaMO Ja Ce jedaH AeCcMO HaM He roBOpM HWLWTa O ToOMe Ada Nu ce
apyrm pewasa. Taga BepoBaTHoha ga ce oba pgorahaja gorode je Mpou3Bog HoWXOBUX
BepoBaTHoha. Ha npumep, npetnoctaBumo ga 6auumo gsa HoBuuha. JegaH HoBuuh He yTuye
Ha gpyru, na cy pesyntatu oba 6Gauaha He3aBuCHM, U BepoBaTHoha Aa he mcnactu obe
rnase je 1/2 x 1/2 = 1/4. PasmoTpumo gBa HesasucHa gorahaja A v B. MNponopuuja konuko
nyTta ce A goroau y oyropoyHoOM BpeMeEHCKOM nepuoay je BeposatHoha of A. MNowTtocy An B
He3aBMCHU, Of1 OHUX BpeMeHa kafa ce A gecu, nponopuuja Koja je jeaHaka BepoBaTHohu o B
yTuuahe Ha To ga ce u B gorogun. Ctora je nponopuuja konuko nyta he ce A u B uctospemeHo
poroautn BeposatHoha og A noMHOXeHa ca BepoBaTHohowm of B.

3.3 Pacnopgena BepoBaTHohe U criy4yajHe NpoMeHSbUBe

MpeTnoctaBumo ga umamo ckyn gorahaja koju ce MehycoBHO WCKIbydyjy W KOju yKIbyyyje cBe
porahaje koju ce mory gecutn. Cyma wuxoBux BepoBaTHoha je 1.0. Ckyn oBux BepoBaTHoha
npeacTaerba pacnoaeny seposatHohe. Ha npumep, ako 6aummo HoBumh, ABe MOryhHOCTW, rmaea unu
nucmo, ce MehycobHO WCKIby4yjy, a TO cy jeauHun porahaju koju ce mory gecutn. Pacnogena
BepoBaTHohe je:

BEPOBATHORA(rmasa) = 1/2
BEPOBATHORA(nucmo) = 1/2

A caga gepuHMWIMMO NPOMEHIbMBY, Kojy hemo o3HaumT cumbornom X, Tako ga je X = 0 ako
HoBuuh nagHe Ha nucmo M X = 1 ako HoBuvh nagHe Ha rnaesy. X je 6poj rmaBa koje ce MoKaxy
npunukom jegHor 6auara, a To mopa ga éyae 0 wnm 1. MNpe 6auawa He 3Hamo wTa he X 6utK, anu
3Hamo ga he BepoBaTHOha mmaTu Heky moryhy BpegHocT. X je cnydajHa npomMeHsbmBa (geo 3.1) u
pacnogena BepoBaTHohe je Takohe pacnogena o X. MoxeMo npukasaTn OBO AujarpaMoM, Kao Ha
cnvum 3.1(a).

a) bauawe jegHor HoB4Kha 0) bauawe gsa HoB4yKMha
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Cnuka 3.1 Pacnogena BepoBaTHohe 3a 6poj rnaBa Koje cy npukasaHe y bauamy jegHor Hoeunha ny
6auary ABa HoBYMha

LUta ce pgewasa ako 6aummo ABa Houuha ofjeaHom? Capga umamo yetupu moryha ucxopa:
rmaea W rnaea, rmaea W NUCMO, MUCMO W rnaea, NMCMO W NUCMO. JacHo je Aa cy CBW nodjeaHako
moryhu n ceaku nma sepoBaTHohy 1/4 . Peuumo ga je Y 6poj rmasa. Y nma 1pu moryhe BpeagHocTu: 0,
1, n 2. Y = 0 camo oHga kag fobujemo nucMo 1 nucmMo, 1 uma BeposatHohy 1/4. CnuyHo Tome, Y = 2
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camo kag gobujemo rmaBy u rmaBy, na ctora uma BepoBaTHohy 1/4. Mehytum, Y = 1 unu kaga
pobujemo rmaey u nucmo, unu kaga gobrnjemMo nNuMcmo 1 rmaey, U cTora uma BeposaTtHohy 1/4 + 1/4 =
1/2. OBy pacnogeny BeposaTtHohe MOXXeMO 3anucaT kao

BEPOBATHORA(Y = 0) = 1/4
BEPOBATHORA(Y = 1) = 1/2
BEPOBATHORA(Y = 2) = 1/4

Pacnogena BepoBaTtHohe o Y npukasaHa je Ha crnimum 3.1(6).

3.4 buHomHa pacnogena (Binomial distribution)

PasmoTtpunn cmo pacnogeny BepoBaTHOhe OBe crnydyajHe npomeHrbvBe: X, Opoj rmaBa y jeaHOM
6auamy HoBumha, koja uma BpegHoctn O u 1, n Y, 6poj rmasa y Gauawy ABa HoBuMha, koja Mma
BpegHoctn 0, 1 unu 2. Moxemo nosehatu 6poj HoBunha. Cnuka 3.2 npukasyje pacnogeny 6poja
rmaBa Koju je NOCTUrHYT kafa je baveHo 15 HoBunha. Hama He Tpeba aa BeposaTHoha "rmaee" Oyne
0.5; Takohe Moxemo ga u3bpojumo LwecTuue kaga ce Gaue koukuue. Cnuka 3.2 Takohe nokasyje
pacnogeny 6poja wectuua koja je gobujeHa bauarwem 10 koukuua. YONITEHO MOXEMO MUCIUTU O
HOBYMAY MMM O KOLKMLUM Kao O WCTpaxuBakMma, 4Ymju pesyntat Moxe 6utn ycnex (rmaea wnu
WwecTtuua) unm Heycnex (MMcmo unu jegaH go net). Pacnogene Ha cnvkama 3.1 n 3.2 cy npumepu
BvHOMHe pacnogene, Koja ce 4ecTo NnojaBrbyje y MeauUMHCKUM annukauujama. buHomHa pacnogena
je pacnogena npaheHa 6pojem ycnexa y n He3aBUCHUX UCTpaxuBaka kaga je BepoBaTHoha 6uno kor
ycneLHor nojeaMHavHor uctpaxveamwa p. bBuHomHa pacnogena je y cTBapu nopoguua pacnogena, a
HEeHN urnaHoBu cy AdeduHWcaHM BpegHocTMMa n u p. BpepgHocTu koje ogpehyjy Kor unaHa u3
nopoavue pacnogene umamo, 30By ce napameTpu pacnogerne.

MNeTHaecT Hoe4Yuha [eceT Koukuua
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Cnuka 3.2 Pacnogena 6poja rmaBa koje cy gobujeHe npunmkom 6auara 15 HoBumha u 6poj wectuua
koju je nobujeH 6auanem 10 koukuua, npumepn BuHomHe pacnogene

CnyyajHo usabpaHa jegHoCTaBHa CpeAcTBa, Kao LUTO Cy Koukuue n Hovuhu, cama no cebu
nUmajy BpedHOCT, anu He 3a MeguuuHy. MefhyTum, npegnoctaBMMo Aa M3HOCUMO nperneq criyyajHor
y3opka Aa OueHMMO Heno3HaTy npesaneHuy (prevalence), p, 6onectn. C 063vpom ga cy 4naHosu
y3opka ogabpaHu cryyajHo M He3aBMCHO of monynauuje, BepoBaTHoha aa 6uno koju o ogabpaHux
cybjekata nma 6onecrt je p. CTora nMamMo cepuje He3aBUCHMX UCTPaXuBara, CBako ca BepoBaTHOhOM
ycnexa p, n 6pojem ycnexa, Tj. YNaHOBW y30pKa, byau Koju mmajy 6onect he npatutu BuHOMHY
pacnogeny. Kao wto hemMo BuaeTtu kacHwje, ocobuHe BuHomHe pacnogene Ham omoryhaBajy Aa
Ka)KeMo KOIUKO je npeumaHa npeasuhane gobujeHe npesaneHue (aeo 5.4).

Moxemo uspadyHatu BepoBaTHohe BuMHOMHe pacnogene Tako wWTo hemMo, HMp. HanpasuTU
JIUCTY Ha Koje CBe Ha4dnHe moxe nacTu 15 HoBumha. MefyTum, nocToju 215 = 32 768 koMGUHaumja 3a
15 HoBumha, Tako ga OBO U Huje Baw npakTU4HO. YMeCTO Tora, NocToju obpasay 3a BepoBaTHohy y
cmucny 6poja 6auana n BepoBaTHohe ga he rmaBa 6utu Ta koja he nactu. OBo Ham omoryhaBa ga
paspeluMmo oBe BepoBaTHohe 3a cBaKy BepoBaTHONhy ycnexa u 6uno koju 6poj uctpaxmeama. Y
NPUHLMMY, UMaMO N He3aBWCHUX UCTPaxuBarba Ca BepoBaTHONOM Aa je pesynTaT WCTpaxuBara
ycnewaH p. BeposatHoha r ycnexa je

!
PROB (r uspeha) = er’ (1- p)(”‘r)

!(n-r)!
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rae ce nl 3oBe n daktopmjen, MoH jenx(n-1)x(n-2)x...x 2 x1. OBaj HenpakTnyaH obpasay HacTaje
Ha oBaj Ha4uH. 3a 6uno Kojy ogpeheHy cepujy r ycnexa, cBaka ca BepoBaTHONOM p, U n - r Heycnexa,
cBaku ca BeposaTHohom 1 - p, BepoBaTHoha aa he ce cepuje gecutu je p’(1—p)(””), c 0631poM Ha

TO Aa Cy uctpaxuBawa He3aBUCHa U Oa ce npmmel-byje npaBuno MHOXeHa. Bpoj Ha4ynHa y KOjl/lMa r

. n! . .
cTBapu mory 6utn nsabpaHe n3 n ctBapw je '(—)' Camo ce jegHa koMGMHaUMja MOXe OecuTun y
rt(n-r)!

. n! . .
jeoHOM BpemeHCcKoM nepuoay, na umamo ﬁ HaumHa koju mMefycobHO uckrbyyyjy Aa ce gece r
rl(n-r)!

ycnecu, cBaku ca BepoBaTHONOM p’(1—p)(””). BeposaTHoOha ga MmMaMo r ycnexe je cyma OBWX
n!

maTemaTuum he BuaeTV Oa je OBO jedaH o TepMuHa, ogaTne u ume BuHomHa pacnogena.

BepoBaTHoha, WTO Ham fdaje dopmyna usHag. OHu koju ce cehajy pasBoja 6uHOmMa y

© n=1,p=03 © n=2 p=03 © n=5p=0.3
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Cnuka 3.3 brnHoMHa pacnogena ca pasnuumutum n, p = 0.3

OBo MOXeMo npumeHUTU Ko Bpoja rmaBa koje gobujemo npunukom Gauawa ABa HoBuMha.
Bbpoj rmaesa he 6utn us buHomHe pacnogene, ca p = 0.5 n n = 2. Ctora BepoBaTHoha 3a aBe rnase (
r=2)je:
2

|
_p)r ) =2 40,57 x0.5° =2 x0.25x1=0.25

PROB (r=2)= =501 5

=
P
=}
1
-
~—]
ke
~
—_
[N
o

3anamtute gaje 0! = 1, n 6uno wra cteneHoBaHo Ha 0 je 1. CnnyHo Tome 3a r=1ur=0:
2! 1 1 2
PROB(r=1)=—0.5" x0.5" =—— x0.5x0.5=0.5
11! 1x1

|
PROB(r=0)=i0.50 x0.52 =2 x1x0.25=0.25
012! 1% 2

OBo je OHO WTO je gobujeHo 3a ABa HoBuuha. MoXemo KOpPWUCTUTM OBY pacnogeny Kag rog
MMaMo cepuje UCTpaxuBara koje Mmajy ABa Moryha ucxopa. AKO neuumo rpyny nauujeHata, 6poj
OHMX naumjeHaTa Koju ce onopase gobuvja ce n3 bBuHoMmHe pacnogene. AKO MEPUMO KPBHMW MpUTUCAK
jenoHe rpyne reyau, oHaj 6poj Koju je o3HayeH Kao xunepTeHsunja gobuja ce n3 bBuHomHe pacnogene.
Cnuka 3.3 nokasyje BuHomHy pacnogeny 3a p = 0.3 n pactyhe BpeaHoctn 3a n. Pacnogena nocraje
BULLE CMMETpUYHa Kako n pacte. To koHBeprupa (Texu) HopmanHoj pacnogenu koja je onucaHa y
HapedHoM aeny.
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3.5 CpeauHa v BapujaHca (Mean and variance)

Bpoj pasnuuntnx BeposaTtHoha y BUHOMHOj pacnogenn Moxe GUTK BEMNWKM N TexXak 3a Tymadere.
Kaga je n Benuko, obnyHo Tpeba Aa cymumpamo oBe BepoBaTHOhe Ha Heku HauuH. Kao wTo ce
pacnogena y4yecTtanoctn Moxe onucatu nomohy cBoje cpeduHe (mean) n eapujaHce (variance), Tako
Ce MOXe onucaTtu u pacnogena sepoaTHohe U criy4ajHe NPOMEHILMBE KOja je y Be3n ca oM.

CpeavHa je npoceyHa BPeAHOCT CriyvajHe NPOMeHIbUBe Yy AyXeM BpemeHckoM nepuogy. OHa
ce Takofe 30Be oyekvBaHa BpedHOCT (expected value) nnn ovekmBare (expectation), n oyeknBare
cny4yajHe npomeHreuBe X ce o6uyHO o3HadaBa ca E(X). Ha npumep, pasmotpumo ©poj rmaea y
6auarby aBa HoBuuha. [lobujemo 0 rmaea y 1/4 naposa HoBuMha, Tj. ca BepoBaTHohom 1/4. [lobujamo
1 rmaBy y 1/2 napoBa HoBuuha, 1 2 rnase y 1/4 naposa. [lpoceyHa BpegHOCT kojy Tpeba ga gobujemo
y Oy>XeM BpeMeHCKOM nepuoay Aobuja ce Tako LITO MOMHOXMMO CBakKy BPeAHOCT ca nponopLujoM
napoBa Yy Kojoj ce jaBrba n cabepemo ux:

Oxl+1xl+2xl:0+l+l:1
4 2 4 2 2

Ako HacTaBumo ga 6auamo HoBumhe, npocevaH 6poj rmasa no napy 6u 6uo 1. Ctora 3a cBaky
cryyajHy MNPOMEHSbMBY KOja Yy3uma OUCKpPeTHe BPedHOCTU CpeAuHe, OYeKkMBake WM o4YeKkuMBaHa
BPEOHOCT Ce Hanasu y Ccymupamwy CBake MojeAMHayHe BpegHOCTU Koja je MOMHOXeHa CBOjOM
BepoBaTHONOM.

3anamTuTe ga o4ekMBaHa BPeOHOCT cryyajHe NPOMeHIbuBe He Mopa Aa byae BpeaHOCT Kojy
Ta NpomeHrbMBa Moxe fa gobuje. Ha npumep, 3a cpeaunHy 6poja rmasa npunukom Gauana jegHor
HoBuuha, He gobujamo HujegHy rnmasy unun gobujamo jegHy rnaBy, CBaka oA onuuja MMa BeposaTHohy
nona, a oyekmBaHa BpegHocT je 0 x1/2+1x1/2=1/2. Bpoj rmaBa mopa 6utu 0 unu 1, anu o4yeknBaHa
BPEAHOCT je nona, Npocek, koju 6u [obunu y ay>xem BpeMeHCKOM nepuoay.

BapwujaHca cnydyajHe npomeHrbMBe je MpoceyHa pasnuka Ha kBagpaT of cpeauHe. 3a 6poj
rnaea y 6auamy asa HoBuuha, 0 je 1 jeanHuua of cpeavHe v jaBrba ce kog 1/4 naposa HoBuuha, 1 je
1 jeavHuua of cpeavHe v jaBrea ce kof 1/2 naposa n 2 je 1 jeavHuua o4 cpeguHe u jasrba ce kog 1/4
napoBa, Tj. ca BepoBaTHohoMm 1/4. BapwjaHca ce Taga Hanasu y KBagpvpaky TUX pasnuvka, MHoxehu
ux nponopumjoM 6poja nyta y kojuma he ce gecutn pasnuka (BeposaTHohom) n cabuparem:

anca=(0-12 x4+ (=12 x L+ (2-1Pxt = (12 xLi02xLip2x 1]
Bapujarca = (0 —1) x4+(1 1) x2+(2 1)x4 (-1) x4+0 x2+1 X7=5

Mu o3HauyaBamo BapujaHcy cryyajHe npomeHsbuee X ca VAR(X). Y matematuykum TepMmHuma,

VAR(X)=E (X2 -E(X)?)

KBagpaTHM KOpeH BapujaHce je CcTaHOapAHO OACTynawe CryyajHe MpPOMEHSbMBE UMK
pacnogene. Yecto KOpMCTUMO FPYKO CNOBO [, Koje ce m3roeapa "mu", n o, "curma", 3a cpeguHy u
cTaHaapaHo oAcTynawe pacriogene BepoBaTHohe. BapujaHca je oHaa G2

3.6 KapakTtepuctuke cpeauHe n BapujaHce

AKO [oOaMO KOHCTaHTy CryyajHOj MPOMEHIbMBOj, HOBa MPOMEHIbUMBA HAcTana Ha Taj HauuH uma
CpeAVHy jefHaKy OHOj BPeAHOCTW KOjy MMa opurnHarnHa npoMeHsbuBa Niyc KoHcTaHTa. BapujaHca m
cTaHgapaHo oacTynakwe he 6uTu HenpomeweHw. [MpeTnoctaBMMO Aa je rbyAcka BWCKMHA Hawa
cnyyajHa npoMeHsbuBa. Moxemo JoAaTh KOHCTaHTY BWCWMHWM Tako LWTO heMo MepuTu BUCUHY rbyam
koju cToje Ha KyTuju. CpeamHa BUCUHE rbyan Nnyc KyTuja he caga 6uUTu cpeavHa BUCUHE SbyAuW Nnyc
KOHCTaHTHa BUCUHa KyTuje. KyTuja unak Hehe M3MeHUTU NPOMEHSLMBOCT Yy BUCMHaMa. Ha npumep,
pa3nuka namehy Hajsuwier n HajHwker Yyoeka he 6UTK HenpomerweHa. KOHCTaHTy MOXeMOo oay3eTu
Tako wTo hemo 3amonuTu rbyae Aa ctaHy y pyny ogpeheHe gybuHe kako 6ucmo mx nsmepunu. OBo
CMakbyje cpeavHy, anu BapuyjaHca ocTaje ucra.

AKO MOMHOXUMO CRny4ajHy NPOMEHILUBY Ca NO3UTUBHOM KOHCTAaHTOM, cpeAuHa U ctaHgapaHo
OACTynawe Cy MOMHOXEHM KOHCTaHTOM, BapujaHCa je MOMHOXeHa KOHCTaHTOM Ha kBagpaT. Ha
npuMep, ako MPOMEHUMO jeAuHWULEe MepeHsa, peuMmo M3 MH4Ya npefemMo Ha UeHTUMeTpe, CBaky
jeavHMUy Mepersa MOMHOXMMO ca 2.54. OBO je UCTO Kao Aa NOMHOXWMO CPeAuHY ca KOHCTaHTOM,
2.54, n ctaHgapgHoO oAdcTynawe ca KOHCTaHTOM C 063MpoM Ha TO Aa Cy TO, Kao mocmaTtpaka, ucTe
jeavHuue. MehyTtum, BapwujaHca ce Mepu jeaMHuLama Ha KBagpaT, Ma je cTora MNOMHOXeHa
KOHCTAHTOM Ha kBagpart. [erbewe ca KOHCTaHTOM (PYHKLMOHMLIE Ha UCTU HauMH. AKO je KOHCTaHTa
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HeraTMBHa, cpegMHa ce MHOXW KOHCTaHTOM W 36or Tora Mewa 3Hak. BapujaHca je nomHoxeHa
KBagpaTOM KOHCTaHTe, KOjU je no3uMTuBaH, CTora BapujaHca ocTaje no3uTmeHa. CrtaHgapgHo
OACTynawe, Koje je KBaapaTHM KOpeH BapujaHce, je yBeK MO3UTMBHO. [MTOMHOXEHO je ancornyTHOM
BpeaHoLhy KOHCTaHTe, Tj. KOHCTaHTe 6e3 HeraT1BHOr 3HaKa.

Ako cabepemo ABe cnydvajHe NpOMeHIbLMBE CPefvHa CymMe je cyma cpegmHa, U ako cy fBe
NPOMeHIbMBE He3aBUCHe, BapujaHca Cyme je cyMa HuxoBux BapujaHcu. OBO MOXEMO ypaauTh Tako
wTto hemo M3MepuTu BUCUMHY JbyAM KOjU CTOje Ha KyTujama Koje cy HejegHake BucuHe. CpeguHa
BMCUHE byOM Ha KyTujama je cpeduHa BUCMHE Ibyau + cpeauHa BUCWMHE KyTuja. BapujabunHocT
BMCMHa je Takohe noehaHa. OBo je 360r Tora WTo he HeKn Fbyan KOoju Cy HUCKM CTajaTy Ha HUCKUM
KyTWjama, a Heku BUCOKM rbyau he cTtajaTm Ha BUCOKMM KyTujama. AKO OBE NPOMEHIbUBE HUCY
HesaBMCHe, felasa ce HewTo apyro. CpeavHa cyme ocTaje cyma cpeguHa, anv BapujaHca cyme Huje
cyma BapujaHcu. [MpeTnoctaBMMO fa cy Jbyau oafyyunu da CcToje Ha KyTujama, He camo 36or
cratucTuke, Beh 36or Heke ogpeheHe cepxe. OHM xene ga NnpoMeHe cujanuuy, 1 36or Tora Mopajy aa
ce nonHy Ha oapeheHy BucuHy. Capa, HACKM SbyAM MOpajy Aa y3Mmy Benuke KyTuje, AOK BUCOKU rbyan
TO MOry ypagutu ca HUCKMM kyTujama. Kao pesynrtat Tora gobujamMo CKOpO MOTMYHO CMakene Y
BapujabunHoctn. Ca gpyre cTpaHe, ako KakeMO HajBuWVM rbyauMa Aa Hahy HajBulle KyTtuje u
HajHWKMM IbyaMMa ga Hafy HajHwxe KyTuje, BapujabunHocT 6w nopacna. HesaBucHOCT je Beoma
6uTaH ycnos.

AKo oflyaMeMo jedHy crny4ajHy NpOMeHIbUBY OA Apyre, cpeauHa pasnuvke je pasnvka namehy
cpeauHa, 1 ako cy ABe NPOMEHIbMBE He3aBUCHE, BapujaHca pasnuvke je cyMa HMXOBUX BapujaHcw.
MpeTnocTtaBMMO Aa MEpUMO BUCMHE JbyOM KOjU CTOje y pynama cnyyajHe aybuHe, a BUCMHA KOjy
MepUMO je oHa u3Hag HMBoa 3emrbe. CpeanHa BUCKHA U3HAA 3eMIbe je cpearHa BUCKHA Sbyan MUHYC
cpeauHa gybuHe pyne. BapujabunHocT je nopacna, jep Hekn HUCKW Jbyau cToje y aybokum pynama, a
HeKM BMWCOKW rbyaW CTOje Y NAUTKUM pynama. AKO NPOMEHIbMBE HWUCY HesaBUCHe, aaWuTUBHOCT
BapuvjaHCcu ce paluynamwyje, kao LWTO je criyyaj 3a ABe NpomeHsbymeBe. Kaga rbyaum nokyuwajy ga ce
cakpujy y pynama, oHv mopajy Aa npoHafy pyny koja je AoBorbHO Ayboka aa 6u 1o mornu Aa ypage,
BapunjabUNHoOCT je oneT cMakeHa.

Edektn MHOXeHa OBe criyyajHe NpoOMeHIbMBe U epekTu gerberwa jegHe y3 nomoh gpyre cy
MHOro BuLLIe KoMmnnukoBaHu. Ha cpehy To peTko Tpeba aa pagmmo.

Capa moxemo npoHahu cpeguHy v BapujaHcy BuHomHe pacnogene y3 nomoh napametapa n
n p. Paamotpumo npeo ga je n = 1. OHAa je pacnogena BeposaTHohe:

BpedHoCT BepoBaTHoha
0 1-p
1 p

Crora je cpegnHa
Ox(1-p)+1xp=p
BapwjaHca je

(0-pf x(1-p)+(1-pf xp = p*(1-p)+ p(1-p)* = p (1-p)(p+1-p) =p (1-P)

Capa, npomeHrbuea 13 buHomHe pacnogene ca napameTpMma n U p je cyma n He3aBWUCHWX
npomeHremeux u3 buHomHe pacnogene ca napameTtpuma 1 n p. CTora je weHa cpeauvHa cyma n
cpeduHa Koje cy jedHake p, a HeHa BapujaHCca je CymMa h BapujaHCu jegHaKux p(1—p). Crora
BrvHoMHa pacnofena uma cpeavHy = np 1 BapujaHcy = np(1—p). 3a npobnema Benukor y3opka, oHe

cy KopucHuje og chopmyne BrHomHe BepoBaTHohe.

KapakTtepuctuke cpegvHe W BapujaHCe CrnyyajHuX MpoMeHrbuBnx omoryhasajy Ham fa
npoHahiemo copmanHo pellerwe npobnema creneHa crnobode 3a BapujaHCy y3opka O YeMy CMO
avckytoBanu y geny 1 koju je obpahmBao cymupare. XXenvmo ga npoueHUMMO BapujaHcy uuja

O4yekmBaHa BpegHOCT je Bapmjcha nonynau.mje. OuyekmnBaHa BpeOHOCT of Z(xi—x)z ce Moxe

nokasath kao (n—1) VAR(x) u ctora genumo ca n -1, a He ca n, aa 61UCMO AO6UNM Hally NpoLeHy
BapujaHce.

3.7 Poisson-oBa pacnogena

BuHoMHa pacnofena je jegHa o MHOMMX pacnogena BepoBaTHohe koje ce KopucTe y ctatuctuum. To
je AuckpeTHa pacnofgena, koja MoOXe Yy3eTu camMO KOHayaH ckyn moryhux BpegHocTW, U TO je
AWcKpeTHa pacnogena koja ce Hajuyewhe cpehe y meguumHCKUM annukauuvjama. JegHa gpyra
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AWCKpeTHa pacnogena je BpedHa pacnpaBe y OBOM TpeHyTKy, Poisson-oBa pacnogena. Mako, kao u
BuHomMHa, Poisson-oBa pacnogena HacTaje U3 jefHOCTaBHOr Mogena BepoBaTHohe, ykibyyeHa
mMaTemaTuKa je MHOro KOMNnukoBaHuja n 6uhe n3octaBrbeHa.

lMpeTnocTaereamo gorahaje koju ce gellasajy Criy4ajHO Y HEe3aBUCHO Y BPEMEHY KOHCTAHTHOM
6p3vHoM. Poisson-oBa pacnopgena je pacnogena npaheHa 6pojem gorahaja koju ce gewaajy y
UKCHOM BpeMeHCKOM WHTepBany. Ako ce pgorafaju gewasajy ca ctonom y gorahaja y jeavHuum
BpeMeHa, BepoBaTHoha r gorafaja koji ce fellaBaju y jeaMHuumM BpemeHa je

e “u
r!
roe je e = 2.718..., matemaTnyka KoHcTaHTa. Ako ce gorahaju gelwasajy CnyyajHO U HE3aBWUCHO Y
npoctopy, Poisson-oBa pacnogena gaje BepoBaTHohy 3a 6poj gorahaja y jeauHuuM 3anpeMuHe unm
NOBpPLUUHE.

Petko Mma notpebe ga ce kopucTe nojeguHavHe BepoBaTHohe oBe pacnopgene, Beh je
OOBO/bHa HeHa cpeavHa u BapujaHca. CpeguHa Poisson-oBe pacnogena 3a 6poj gorahaja y
jeavHuUM BpemeHa je jegHocTasHoO cTona, Y. BapujaHca Poisson-ose pacnogena je Takohe jegHaka J.
Tako Poisson je cdhamunuja pacnogena, kao WTo je BUHOMHa, anu camo ca jegHUM napameTpoMm, .
OBa pacnogena je BaxkHa, jep ce CMPTHOCT 04 MHOrMx 6onectn Moxe TpeTMpaTtu kao ga ce gellasa
cnyYajHO M He3aBWCHO Y monynauuju. Tako, Ha npumep, 6poj CMPTHMX cny4vajeBa of paka nnyha y
jeaHoj rogMHu mehy rbyamMMma y pagHoj rpynu, kao WTo ¢y pyaapu, 6uhe nocmartpaka n3 Poisson-ose
pacnogene, 1 MM MOXXEMO KOPUCTUTK OBO Aa u3BpLUMMO nopehera namehy crona cmptHocTH (12.3).

Cnuka 3.4 npukasyje Poisson-oBy pacnogeny 3a 4Yetupu pasnuuute cpegvHe. Bugehete ga
Kako ce cpeauvHa nosehasa Poisson-oBa pacnogena usrnega NpUIMYHO CAWYHO Kao BrHomHa
pacnogena Ha cnvum 3.3.

« Poisson-oBa pacnogena

0.4 1 cpeguHa = 1 0.3 4 cpeawHa = 3
L] (4]
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Cnuka 3.4 Poisson-oBe pacnogere ca YeTvpy pasnuuute cpeguHe
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4. HopmanHa pacnogena (Normal distribution)

4.1 BepoBaTHoha HenpekMAHUX NPOMEHIbLUBUX

Kapa cmo usBenu Teopujy BepoBaTHohe y AMCKPETHOM cnyyajy, 6unm cmo y MoryhHOCTU aa kaxemo
Koja je BepoBaTHoha cny4yajHe NMpoMeHrbMBE Koja y3uma oppefheHy BpegHocT. [Jok 6poj moryhux
BpegHoCTM pacTe, BepoBaTHoha oppefheHe BpegHOCTU ce cMamwyje. Ha npumep, y BuHOMHO]
pacnogenu ca p = 0.5 n n = 2, Hajyewha BpegHocT 1, uma BeposatHohy 0.5. Y BuHomHoj pacnogenu
roe je p = 0.5 nn =100 Hajyewha BpegHocT 50, nma BeposaTHohy 0.08. Y TakBuMM cny4ajeBuma cMo
06MYHO BULLIE 3aMHTEPECOBAHN 3a CNeKTap BPeQHOCTU Hero 3a jegHy oapeheHy BpeaHoCT.

3a HenpekngHy NPOMEHSbUBY, Kao LWTO je BUCUHA, CKyn MOryhux BpegHOCTU je HeorpaHuyeH m
BepoBaTHoha 6uno koje ogpeheHe BpegHocTM je Hyna (geo 3.1). 3auHTepecoBaHM cmO 3a
BepoBaTHohy crnyvajHe NpoOMeHrbMBeE Koja y3uma BpeaHocTu uamehy ogpefeHux rpaHuua, a He Heky
oppeheHy BpegHocT. Ako je p nponopuuja nojeguHaua y nonynauuju uvje cy BpeaHocTu uamehy
4aTux rpaHuua, a mu nsabepemo Heky ocoby crnyyajHo, BepoBaTHoha Aa hemo m3abpatu ocoby koja
Ce Hamnaswu y OKBMpY OBUX rpaHuua je jeaHaka p. OBo npousunasu us Hawe geduHuumnje seposaTtHohe,
Aa je n3bop ceakor nojeguHua nogjegHako moryh. Npobnem je Hanaxewe U gaBake BPeOHOCTU OBOj
BepoBaTHoOhu.

Kapa y3ameMo pacnogeny ydyectanocTu 3a y3opak nocmaTtpaksa, padyyHamo 6poj BpeaHOCTU
Koje ce Hanase y okBupy ogpeheHux rpaHuua (aeo 1.2). OBo MOXeMO NPeACcTaBUTU XUCTOrPamMoM Kao
WTO je npukasaHo Ha cnvum 4.1 (geo 1.3). JegaH og HauvHa ga NpeAcTaBMMO XWUCTOrpam je Kao
rYCTUHY penaTuBHe y4ecTarnocTu, Mponopuunjy nocMmatpara y uHTepsany no jeauHuum X (geo 1.3).
Kapga je BenuumMHa uwHTepBana 5, ryctuHa penatuBHe y4yecTanocTW je penaTuMBHa Yy4yecTanocT
nogerbeHa ca 5 (Cnuka 4.1). PenatmBHa yyecTanocT y WHTepBany je npeAacTaBfbeHa LMPUHOM
MHTepBana Koju je MOMHOXeH ca ryCTWHOM, YvMMe Aobujamo MOBPLUMHY MpaBoOyraoHWka. Tako ce
penaTtuBHa ydecTtanoct namehy 6uno koje ABe Tauke Moxe Hahu nsmehy Tayaka Ha NOBPLUMHKN UCMOA
xucTorpama. Ha npumep, Aa npoueHnmo penaTtusHy yvectanocT usmehy 10 n 20 Ha cnvum 4.1 umamo
ryctuHy oa 10 go 15 kao 0.05 n namehy 15 1 20 kao 0.03. Tako je je penatueHa yyecTtanoct

0.05 x (15 - 10) + 0.03 x (20 - 15) = 0.25 + 0.15 = 0.40

Ako yamemo Behu y3opak MOXEMO KOPUCTUTU Mawe MHTepBane. [Jobujamo xuctorpam koju
MWpHWje n3rneqa, Kao LWTO je OHaj Ha cnuum 4.2, 1 kako Kopuctumo cee Behe y3opke, U CBe Mare
uHTepBane, gobuvjamo obnuk rnatke kpmee (Cnwuka 4.3). Kako ce BenuumHa y3opka npubnukasa
BENWYMHM nonynaumje, 3a Kojy MOXeMOo NpeTnocTaBUTU Aa je AoCTa Benuka, Kpusa nocTaje ryctuHa
penaTtMBHe y4yecTanocTu uene nonynauuje. 36or Tora Moxemo Hahu nponopuujy nocmatpara
namehy 6uno koje ABe rpaHuue Tako WTo hemo Hahy NOBPLUMHY UCMOA KPMBE, Kao LUTO je npukasaHo
Ha cnvum 4.3.

0.08 1
0.06

0.04 4

MycTuHa penaTuBHe y4ecTanocTy

Cny4ajHa npomMeHrbuBea

Cnuka 4.1 Xuctorpam Koju nokasyje ryCTuHy penaTmBHe y4yecTanoctu
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Crnuka 4.2 YTuuaj Ha pacrnofeny y4ecTarnocTi y3opka ymja BenivinHa pacre
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Cnuka 4.3 T'ycTuMHa penaTtuBHe yyecTanocTv unm dyHkumja ryCTuHe BepoBaTHohe, koja nokasyje
BepoBaTHohy nocmatpatra usmehy 10 n 20

AKO 3HaMO jegHauuHy oBe KpuBe, MOXeMo Hahu MOBpLUMHY UCMoA He (MaTeMaTUyku To
pagMMo padyHawem WHTerpana, anu He mMopamo Aa 3HamO Ada padyyHamo WHTerpane kako 6ucmo
KOPUCTUAN UMW pa3ymMenu nNpakTU4HYy CTaTUCTUKY; CBU WHTerpanu Koju Ham Tpebajy cy Beh
n3padvyHatm n ctaBrbeHn y Tabene). Caga, ako nsabepemo Heky ocoby crnyyajHo, BepoBaTHoha Aa ce
X Hanaan namehy 6uno Kojux gatux BpegHoOCTY je jegHaka nMponopuumjy nojeauHaua Koju ce yknanajy
YHyTap Tux rpaHuua. Tako Ham pacnogena penaTvBHE yyecTanocTu 3a ueny nonynauvjy Aaje
pacnogeny BepoBaTHohe mnpomeHromBe. OBy kpuBy 30BeMO cpyHKUMja ryctuHe BepoBaTHohe
(probability density function).

®yHKUMje rycTuHe BepoBaTHohe MMajy AocTa onwTux ocobuHa. Ha npumep, uena nospLunHa
ucnog kpuee mMopa ga Oyde jeaHa uenuHa, nowTo je OBO yKynHa BepoBaTHoha 3a cBe moryhe
porahaje. HenpekvaHe cnyyajHe NpoMeHsbMBe UMajy cpeauHe, BapujaHce 1 cTaHgapAHa oAcTynaka
Koje cy AedMHUCaHe Ha CrMYaH HayuH Kao OHe KOA AMCKPETHUX CrydajHuX NPOMEHIbUBKX, U UMajy
ucte ocobuHe (geo 3.5). CpeguHa he 6utn Herge y cpedvHu KpuBe M HajBehum OernoM noBpLUMHA
ucnog kpuse he 6uty u3mely cpeavHe MWHYC ABa CTaHAapAHa OACTynawa M cpeauHe nnyc Asa
cTaHgappgHa ogctynawa (Cnuka 4.4).
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Cnuka 4.4 CpeguHa [, cTaHAapAHO OACTyNawe 0, U oyHKUMja rycTMHe BepoBaTHohe

MpeuusaH o6nMK KpuBe je MHOro Texe ogpeauTtu. [locTtoje MHore BepoBaTHe dyHKUWje
rycTuHe BepoBaTHoOhe M 3a HeKke Of HUX MOXEeMO Nokas3aTh Aa HacTajy U3 jeqHOCTaBHUX cuTyauuja
BepoBaTHohe, kKao WwTo To page buHomHa n Poisson-oBa pacnogena. Mehytum BehvHa HenpekugHux
NPOMEHIBMBUX Ca Kojuma ce cycpehemo kao LUTO Cy BWMCMHA, KPBHW MPUTUCAK, HUBO Xorectepona,
UTA., He Npou3unase 13 jedHOCTaBHMX CUTyaumja BepoBaTHohe. Kao pesdynTart Tora umamo YvmheHuLy
Aa He 3HaMo pacnogeny BepoBaTHoOhe TUX Mepera Ha TeopujckuM ocHoBaMa. Kao wTo hemo Bngetw,
YecTo MOXeMo Hahu cTaHgapaHy pacnogeny vvje cy MatemaTuyke ocobuHe nosHare, WTO oAroBapa
NPUKyNibeHMM nogaumma v WTo HaMm omMoryhasa ga M3ByvyeMO 3akibydke O wuma. [Jarbe, Kako ce
Benn4yMHa y3opka nosehasa, pacnogena ogpeheHnx cTaTtUMCTUYKMX nodartaka Koju cy mspadvyHaTu u3
nopgaTaka, Kao LITO je cpeguHa, NocTaje He3aBWCHa oA pacnogerie caMmux nocMaTpara v Npatu jeaHy
KOHKpeTHY cpopmy pacnogene, HopmanHy pacnogeny.

4.2 HopmanHa pacnopgena (The Normal distribution)

HopmanHa pacnopena, Takohe nosHaTa kao aycoa (Gaussian) pacnofgena, MOXe ce OLeHUTU Kao
OCHOBHa pacnoferna BepoBaTHohe y ctatuctuuu. Pey "HopmanHa" ce oBge He KOpUCTU Yy CBOM
OCHOBHOM 3Hayewy "0BWYHO MNKU 4ecTo", UNU Yy HEHOM 3Hadewy y MeauuuHu "6e3 Gonectu".
Ynotpeba oBe peuun ce 0O4HOCU Ha HEHO CTapo 3Hadeke "y cknagy ca npaBuIioM unu wabnoHom", un
kao wTo hemo Bugetu, HopmanHa pacnogena je dopma kojoj Texu BbuHoMHa pacnogena Aok joj
napametap n pacte. He noctoju umnnukauunja na BehuHa npoMeHrbuBMX npatu HopmanHy
pacnogeny.
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Cnuka 4.5 buHomHa pacnogena 3a p = 0.3 1 WecCT pasnuunuTux BPe4HOCTU n, ca ogrosapajyhum
KpvBama HopmanHe pacnogene
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Moyehemo Tako wto hemo nocmaTpatn BuHoMHy pacnogeny Aok n pacte. Bugenu cmo y geny
3.4 "BuHomHa pacnogena™, aa ook n pacte, obnuk pacnogerne ce mewa. Hajgehe moryhe BpegHoctum
nocTajy Mawe ounrnegHe, a pacnogerna nocraje Buwe cumetpuyHa. OBo ce gewasa 6e3 063upa Ha
TO Konuko je p. MNMosuuyuja pacnogene No XopusoHTarNHoOj OCU, U KEHO LUNPEHE, CY jow yBek ogpeheHn
ca p, anu obnuk Huje. Moxe ce HaupTaTu rnatka KpuBa koja nmponasu 6nusy oBux Tadvaka. OBo je
KpuBa HopmanHe pacnogene, kpnBa KOHCTaHTHe pacnogene kojoj buHomHa pacnogena npunasu kako
n pacte. buno koja BuHOMHa pacnogena moxe 6utu npubnuxkHa HopmanHoj pacnogenu ucte
cpeovHe M BapujaHce MOA4 YCMOBOM Aa je n poBorbHO Benuvko. Cnwuka 4.5 nokasyje BuHomHy
pacnogeny ca cnuke 3.3 ca ogroeapajyhum kpusama HopmanHe pacnogene. Og n = 10 HapeaHe ABe
pacnogene cy Beoma 6nu3y. [eHepanHo, ako obe M np u n(1-p) npenase 5, anpokcumauuja

BuHomHe pacnogene no HopmanHe pacnogene je gocta gobpa 3a BehuHy ynotpe6a y npakcu.
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Cnuka 4.6 Cyme nocmatpara 13 YHUdopMHe pacnogene

BrvHOMHa npomeHrLnBa ce MOXe rnegaty Kao cyma n He3aBUCHUX MOEHTUMYHO pacnopeheHux
crnyyajHMX MPOMEHIBbUBMX, KOje Cy CBaka HacTane Kao UCXOA jeQHOr ucnutuBakba rge cy gobune
BpeaHocT 1 ca BepoBaTHONOM p. YONWITEHO, ako UMaMo BGuNno Kojy cepujy HEe3aBUCHWUX, UWOEHTUYHO
pacnopeheHnx crnyyajHux NPOMEHIbLUBUX, HMXOBA CymMa Texu ka HopmanHoj pacnogenu kako 6poj
cny4ajHux npoMeHrbmeux pacte. OBO je NO3HATO Kao LieHTpanHa rpaHuyHa Teopema (central limit
theorem). BehrHa mepHMX ckynoBa Cy nocmaTpara UCTUX Cepuja Cry4vajHUX NPOMEHIBLMBUX, LITO je
HMXOBa BEOMa BaKHa 0cobuHa. M3 e MOXeMOo 3akiby4nTu Aa cyma unv cpefuHa 6uno koje Benvke
cepuje He3aBUCHMX NocMaTpara crnegu HopmanHy pacnogeny.

Ha npumep, pasmotpumo YHudopmy (Uniform) wnu [paBoyraoHy pacnogeny
(Rectangular distribution). OBo je pacnogena rge cy cse BpegHoOCTUM usMehy gse rpaHuue, peummo
0 n 1, nogjegHako BepoBaTHe, U Apyre BpegHocTu Hucy Moryhe. Onaxara 13 oBora HacTajy ako
yamMemo cnydvajHe umdpe u3 Tabene cnydvajHux OpojeBa. CBako nocmatpamwe YHUGPOpPMHe
npoMeHsbmBe ce obpasyje momohy OHUX Ludpu Koje Cy nocTaBrbeHe M3a feummanHe Tadke. Ha
OWMMTPOHY, OBO je 0OMYHO pacnogena koja ce gobuje HakoH wTo ce nputncHe RND(X) cdyHkumja y
BASIC jesuky. Cnuka 4.6 nokasyje xuctorpam pacnogene ydectanoctu 5000 nocmaTparwa w3
YHudpopmHe pacnogene nsmehy 0 u 1. To ce gocta pasnukyje og HopmanHe pacnogene.

lMpeTnoctaBMMO Aa MpaBMMO HOBY MPOMEHLMBY Tako WTo hemo yseTn ase YHudOpMHe
npomeHsbmBe 1 cabpatn ux (Cnuka 4.6). O6nuk pacnogene cyma ase YHU(OPMHE NMPOMEHIbUBE Ce
NpUnIMYHO pasnukyje of obnwvka YHudopmHe pacnogene. Cyma Hehe 6utn 6nm3y HujegHe kpajie
BpeaHocT, ode O wnu 2, n nocmaTpawa Cy KOHUEeHTpucaHa Yy cpeauHu 6nmsy oveknBaHe
BpedHocTu. Kako 61 oppxane Hucky cymy, obe YHudopMHe npoMeHrbnse Mopajy Aa 6yay Hucke; a
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Aa 6u Hanpasune BUCOKY cyMy, 06e mopajy aa 6yay Bucoke. Anv gobnjamo cymy 6nusy cpeguHe, ako
je NpBa NpomeHrbMBa BUCOKA, a Apyra HUCKa, UMK je npBa HWCKa a apyra BUCOKa, unu ga cy obe, u
npBa W gpyra ocpefwe. Pacnogena cyme aBe NpoOMeHIbuBe je MHoro 6nwmxka HopmanHoj Hero
YHudopmHoj pacnogenun. Mehytum, Harnu npekug kog O 1 kog 2 He usrnefa kao OHaj koju ogrosapa
HopmanHoj pacnogenu. Crnuka 4.6 Takohe nokasyje pesyntat koju ce gobuja cabupara 4eTnpm
YHUpopmMHe npomeHrbMBe M wecT YHUMOPMHUX npomeHrbueux. CrnmvyHocT ca HopmanHom
pacnogenom ce nosehaBa kako pacTe 6poj koju ce gogaje M 3a CyMy of LeCT YHUPOPMHMX
NMPOMEHIBMBMX je ToNuko 6nn3y aa ce pacnogene TeLKo MOry pasfnunkosaTy.

Anpokcumaumja BuHomHe go HopmanHe pacnogene je nocebaH cny4aj LeHTparnHe rpaHuyHe
Teopeme. Poisson-oBa pacnogena je HewTo Apyro. AKo y3amemo ckyn Poisson-oBnx NpoMeHrbnsmnx ca
McToM cTomnom u cabepemo ux, JobuheMo NpoMeHsbMBY Koja je 6poj cnydajHux gorahaja y gyxem
BPEMeHCKOM nepuody (Cyma nHTepBana 3a nojeAuHavHe NpOMeHSbUuBe) U koja je ctora Poisson-osa
pacnogena ca nosehaHoMm cpeauHoM. [lowTo je TO cyma cKyna He3aBUCHWUX, WAEHTUYHO
pacnopeheHnx crnyyajHux NpomMeHrLMBKMX OHa he TexuTn HopmanHoj pacnogenu kako cpeavHa 6yae
pacna. 3ato kako pacTe cpegumHa Poisson-oBa pacnogena nocTaje npubnwkHa HopmanHoj
pacnogenu. 3a peanHe notpebe, 0BO je crnyyaj kaga cpeguHa npehe 10.

4.3 OcobuHe HopmanHe pacnoagene

Y ©BOjoj HajjegHocTaBHMjoj opMu  jegHauMHa  kpuBe HopmanHe pacnogene, HasBaHa
Cranpapam3oBaHa HopmanHa pacnogena (Standard Normal distribution), o6uyHo ce o3HavaBa
ca §(z), rae je ¢ rpyko crnoeo "pun'":

¢(z)=ﬁex;{— é}

roe je m 4yecta maTemaTtuyka KOHCTaHTa koja uma BpegHocT 3.14159. OHaj uuTtanay koju ce GaBu
MeaVLMHOM MOXe ce MOHOBO YBEepWUTW Kako He Tpeba aa kopucTumo oBy "3abpameHny" dopmyny y
npakcu. CTangapam3oBaHa HopmanHa pacnogena uma cpeavHy O n ctaHgapAHo oacTynawe 1, u
06nuK kao oHaj NpukasaH Ha crnvum 4.7. KpuBa je cumeTpmnyHa OKO cpeamHe M 0BUYHO onucaHa Kako
nMa o6nuK 3BOHa (Mako MopaMm Aa KaxeM Aa HUKaj Hucam BuAeo Takso 3BOHO). MoxeMo HaBecTn fa
je BehuHa noBpluuHe, Tj. BepoBaTHoha, nsamehy -1 n +1, a Benuka sehnHa uamehy -2 n +2, n ckopo
cBe cy namehy -3 n +3.
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Cnwuka 4.7 CtaHpapgusoBaHa HopmanHa pacnogena

WMako kpvBa HopmarnHe pacnogene vma [ocTa 3HayajHUX OCOOMHA, MMa U jedHy YyaHy, He
MOXe pOda ce uHTerpanu. [pyrMm pevvMma, He MOCTOjM jegHOCTaBHa chopmyrna 3a BeposaTHOhy
cnyvajHe npomeHsrsuBe ca HopmanHom pacnogernom koja nexu uamehy gaTtmx rpadHuua. NosplumHe
ncnopa Kpuee Mory ce npoHahu Hymepuuku, a oHe cy bune mapadyHate n ybadyeHe y Tabene. Tabena
4.1. nokasyje NoBpPLUMHY WCMOA KpuBE ryCTUHE 3a pasnuuute BpeaHocT HopmanHe pacnogene. Ja
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6yaem jow npeumsHuju, 3a BpeaHOCT Z Tabena nokasyje NoBpLUMHY UCNOA KPUBE KOja ce Hanasu neso
ofj z, Tj. og MnHyc 6eckoHauHo Ao z (Cnuka 4.7).

Tabena 4.1 HopmanHa pacnogena

z #(2) z #(2) z #(2) z #(2) z #(2) z #(2)
-3.0 0.001 -20 0.023 -1.0 0.159 0.0 0.500 1.0 0.841 2.0 0.977
-2.9 0.002 -1.9 0.029 -0.9 0.184 0.1 0.540 1.1 0.864 2.1 0.982
-2.8 0.003 -1.8 0.036 -0.8 0212 0.2 0579 1.2 0.885 2.2 0.986
-2.7 0.003 -1.7 0.045 -0.7 0242 03 0.618 1.3 0.903 2.3 0.989
-2.6 0.005 -1.6 0.055 -0.6 0274 04 0.655 1.4 0919 24 0.992
-2.5 0.006 -1.5 0.067 -0.5 0.309 0.5 0.691 1.5 0.933 25 0.994
-2.4 0.008 -1.4 0.081 -04 0.345 0.6 0.726 1.6 0.945 26 0.995
-2.3 0.011 -1.3 0.097 -0.3 0.382 0.7 0.758 1.7 0.955 2.7 0.997
-2.2 0.014 -1.2 0.115 -0.2 0421 0.8 0.788 1.8 0.964 2.8 0.997
-2.1 0.018 -11 0.136 -0.1 0.460 0.9 0.816 1.9 0971 29 0.998
-2.0 0.023 -1.0 0.159 0.0 0.500 1.0 0.841 2.0 0.977 3.0 0.999

Tako, ¢ je BepoBaTHoha pga he cnyyajHo wusabpaHa BpegHocT u3 CraHgapgusoBaHe
HopmanHe pacnogene 6utn mama o z. ¢ je rpyko Benuko cnoso "¢u'". 3anamTute Aa NonoBMHa oBe
Tabene n Huje notpebHa. Tpeba HaM camo NMonoBuHa 3a NO3UTMBHO Z kKako je ¢(-z) + ¢(z) = 1. OBo
npousunasn u3 cumetpuje pacnopene. Kako 6ucmo Hawnum BepoBaTHOhy z Koje nexu musmehy ase
BpegHocTu a u b, rae je b > a, Hanasumo ¢(b) - ¢(a). Kako 6ucmo Halunm BepoBaTHohy aa je z Behe oa
a, HanasuMmo 1 - ¢(a). OBe opmyre cy cBe NnpuMepun agMTUBHOCTM 3akoHa BepoBaTHohe. Tabena 4.1
Jaje camo HEeKONMMKO BPEeAHOCTU Z, U BULLE OHUX LUMPUX Cy AoCTynHe y nutepatypu (Lindley and Miller
1955, Pearson and Hartley 1970). Jobpu ctaTnctudkm padvyHapcku nporpamu he uspadvyHatu oBe
BpPeAHOCTM Kaga je To noTpebHo.

o JegHocTpaHa NpoLeHTHa Taqka o [lBocTpaHa npoueHTHa Ta4ka
O 0.4 1 o 204
3 0.3+ 3 0.3 -
8 | 8
0.2+ 0.2
& @
@ 0.1 / '- @ 0.1 ;
= ’ 5% * 2.5% / \ 2.5%
s ; :
Eo——sr . N ppl 2 8
s 6 4 -2 0 2 4 62> -6 4 -2 0 2 4 6

Cnuka 4.8 JegHocTpaHe 1 gBocTpaHe npoueHTHe Tadke (5%) CtaHaapam3oBaHe HopmanHe
pacnogene

MocToju OpyrM HaumH cTaBfbaka pacnogene y Tabeny, Koju KOPUCTM OHO LUTO 30BEMO
npoueHTHe Tayke. JegHocTpaHa P npoueHTHa Tayka (one-sided P percentage point) pacnogene je
BpeOHOCT Z TakBa Aa NocToju BepoBaTHoha P% nocmaTpakwa M3 Te pacnogerne koja je seha wnu
jeaHaka z, (Cnvka 4.8). iBoctpaHa P npoueHTHa Tayka (two-sided P percentage point) je
BPeOHOCT Z TakBa Aa NocToju BepoBaTHoha P% nocmaTpana koja je Beha og z wunwu jegHaka z, unm
Mawa of z unu jegHaka -z (Cnuka 4.8). Tabena 4.2 nokasyje obe, jegHocTpaHe W OBOCTpaHe
npoueHTHe Tadke HopmanHe pacnogene. BeposaTHoha ce HaBogu kao npedsufameT jep Kaga
KOPMCTUMO NpOoLeHTHe Tauke obmyHO ce 6aBMo Manum BepoBaTHohama, kao wTo je 0.05 nnm 0.01, n
Kopuwherem obpacua npegsuhaweTa, npersapamo nx y 5% n 1%, wro nsbauyje Hyny ucnpea.
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Tabena 4.2 TlpoueHTHe Tayke HopmanHe pacnogene

JegHo-cTpaHe [Bo-cTpaHe

P (2) P (2)

50 0.00

25 0.67 50 0.67

10 1.28 20 1.28

5 1.64 10 1.64

25 1.96 5 1.96

1 2.33 2 2.33

0.5 2.58 1 2.58

0.1 3.09 0.2 3.09

0.05 3.29 0.1 3.29

Tabena nokasyje BepoBaTHohy P+(z) oa je HopmanHa npomeHrbmBa koja uma cpeguHy 0 u
BapujaHcy 1 Beha opf z, n BeposaTHOhy P2(z) Aa je HopmanHa npomeHsrbuBa koja uma cpeguHy 0 m
BapwujaHcy 1 mama og -z unu Beha of z.

b Paanwyute cpeguHe b Paanuuute BapujaHce
g 04 AN 2 0.4 ~
= P S E P
3 03 @ 0.3
o o
S 0.2 S 0.2
m g 3 m
@ 0.1 D 0.1
! L\
B ool——dd b F = —
c 6 4 -2 0 2 4 &> 6 4 -2 0 2 4 8

Cnuka 4.9 HopmanHa pacnogena ca pasnuuuTM cpegnHama v ca pasnuyuntum BapujaHcama, Koja
npukasyje agsoctpaHe 5% Tauke

[o capa cmo npoyunnu HopmanHy pacnogeny koja uma cpeauHy 0 n ctaHgap4Ho oacTynakwe
1. Ako gogamo koHcTaHTy p CtaHgapgHoj HopmanHoj npoMeHrbMBoj, 4obujaMo HOBY NMPOMEHIBMBY
Koja Mma cpeguHy [ (Bugetu geo 3.6). Cninka 4.9. nokasyje HopmanHy pacnogeny koja uma cpegmny 0
n pacnofeny Koja je aobujeHa gopasarem 1 Ha Yy 3ajefHO ca HUXOBUM ABOCTPaHUM 5% Tadvkama.
KpuBe cy nageHTuyHe ocvM nomaka ayx oce.

Kog kpuse Kkoja nma cpeauHy 0 ckopo uena seposaTHoha je usmeny -3 n +3. 3a kpuBy Koja
uva cpeauHy 1 BepoaTHoha je uamehy -2 n +4, ogHocHO u3mehy cpeguHe -3 ¥ cpeguHe +3.
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BepoBatHoha ga nocToju gaTtv 6poj jeanHuua n3BeaeH U3 cpeauHa je uctu 3a obe pacnogerne, WTo je
Takohe nokasaHo 5% Tadkama.

Ako y3amemo CtaHgapgHy HopmanHy npomeHrsuBy, ca cTaHAapgHuMm oactynawem 1, u
MOMHOXUMO je ca KOHCTaHTOM ¢ Aobujamo HOBY MPOMEHIBUBY Koja MMa CTaHAapAHO OACTynawe o.
Cnuka 4.9 nokasyje HopmanHy pacnogeny koja mma cpeauvHy 0 v ctaHgapaHo oactynawe 1 u
pacnogeny kojy cmo pobwunu mHoxewem ca 2. Kpue koje cmMo gobwunu HUCY wmaeHTudHe. 3a
pacnogeny ca cTaHOapAHMM OACTyNakeM 2, CKOpo cBaka BepoBaTHoha je mamehy -6 u +6, wTo je
MHOrO LUMPY MHTepBan Hero oHaj oA -3 Ao +3 3a ctaHgapaHy pacnogeny. BpegHoctn -6 n +6 cy -3 n
+3 cTtaHgapgHa oactynawa. Moxemo BuaeTu ga je BepoBaTHoha ga je noctojehu 6poj oHaj w3
cpedvHe cTaHoapaHor oacTynawa uctu 3a obe pacnogene. OBo ce Takohe Bnam u3 5% Tavaka, Koje
npegcTasrbajy cpegnHy ninyc unu muHyc 1.96 ctaHgapAHuX ogcTynana y CBakom cryyajy.

Y ctBapu ako gogamo P CraHgapgHoj HopmanHoj npoOMeHSbMBOj M MOMHOXMMO je ca o,
pobujamo HopmanHy pacnogeny cpeauHe U, W cTaHgapaHor oactynawa o. Tabene 4.1 n 4.2
OVPEKTHO ofroBapajy TOMe, ako 03HauMMo ca z 6poj cTaHgapAHUMX OACTynawa UsHapj cpeguHe, a He
HYMepWn4Ky BPedHOCT MpoMeHsbuBe. Tako, Ha npumep, ABocTpaHe 5% Tayke HopmanHe pacnogene
Koja mma cpeauHy 10 n crtaHgapgHo oacTynawe 5, obpasyjy ce nomohy 10-1.96x5=0.2 wu
10+1.96 x5=19.8, BpegHocT 1.96 ce nobuja ns Tabene 4.2.

Oa ocobuHa HopmanHe pacnogene, Aa MHOXeHe Unu goaaBake KOHCTaHTM joll yBeK Aaje
HopmanHy pacnogeny, Huje TONUKO ouurnegHa kKako ce Moxaa YuHu. Ha npumep BuHOMHa
pacnogena To Hema. Y3amumo BuMHOMHY npomeHrbmBy ca n = 3, moryhux BpegHoctn 0, 1, 2 m 3, n
NOMHOXUMO KX ca 2. Moryhe BpegHocTtu cy caga 0, 2, 4 n 6. buHomHa pacnogena ca n = 6 Takohe
nma moryhe BpegHoctn 1, 3 1 5, na cy pacnogene pasnuuute M OHa Kojy CMO OOMnU Huje 4YnaH
HopmanHe damunuje.

Buoenn cmo oa gonaBaweM KOHCTaHTe NPoOMeHbUBOj ca HopmanHom pacnogenom gobujamo
Opyry npomeHrbuBy koja npatu HopmanHy pacnogeny. Ako cabepemMo 3ajeqHO ABe NPOMEHIbMBE ca
HopmanHom pacnofenom, Yak 1 ca pasnuiuTuMm cpeavHama u BapujaHcama, cyma npatv HopmanHy
pacnogeny. Pasnuka u3amehy aBe npomeHrbmBe ca HopmanHom pacnogenom Takohe npatu
HopmanHy pacnogeny.

4.4 NMpomeHrbuBe Koje npate HopmanHy pacnogeny

[o capga cmo pacnpasrbanu o ToMe kako HopmanHa pacnogena HacTaje M3 y3opaka kao cyma unu
rpaHuua apyrux pacnogena. MehyTum, mMHOre npomeHrbuBe Koje MOCTOje Kao TakBe, Kao LWTo je
rbyAcka BMCMHA, YMHK ce Aa BepHo npaTte HopmanHy pacnogeny. Mornu 6u aa ovekyjemo aa he ce to
gecutn kaga 6u npomeHrsuBa buna pesyntar cabupawa Bapujauumja u3 ogpeheHor 6poja apyrux
nssopa. lNMpouec Kkoju je nokasaH NomMohy LieHTpanHe rpaHuyHe Teopeme Moxe Ao6po nMpounsBecTu
pesynTtaT cnvyaH oHome u3 HopmanHe pacnogene. Cnvka 4.10 nokasyje pacrnogeny BUCUHE Y Y30pKY
TpyOHUX XeHa, wn opgrosapajyhy kpuBy HopmanHe pacnogene. [lloknanawe ca HopmanHom
pacnogernom je Beoma Jo6po.
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Cnuka 4.10 Pacnogena BucuHe y y30pky of 1749 TpygHux xeHa (nogaum ns Brooke n gpyrun 1989)
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AKO je MpoMmeHrbMBa KOjy MW MEPUMO pe3ynTaT MHOXEeHa HEKONMKO pasfuMyuTuxX ussopa
Bapujaumnje Hehemo ovekmBaTu aa pesynrtat 6yae HopmanaH ns ocobuHa koje cy onucaHe y geny 4.2,
a Koje cy cBe OasupaHe Ha cabupawy npomeHrbmBux. MefyTum, ako yamemo noraputamcky (log)
TpaHcdopmaumjy TakBe npoMeHrbuBe [obvhemMo HOBY MNPOMEHIbMBY KOja je CymMa HEKOMNUKO
pasnuMuMTMX M3BOpa Bapuvjauuvje u koja Moxe da uma HopmanHy pacnogeny. OBaj ce npouec 4ecto
JellaBa ca KBaHTUTETMMa KOju Cy Aeo MeTabonunukmx npoueca, cTona KoA Koje peakuuja Moxe ga ce
Aecn y 3aBUCHOCTW Of, KOHUEHTpauuje Apyrux jeauwena. Ha npuvmep, MHora mepera KpBHUX
cactojaka To nokasyjy. Cnuka 4.11 nokasyje pacnogeny cepyma Tpurnvuepuga Koju je namepeH y
KpBU 13 nocTersuue 282 6ebe (Tabena 1.8). Pacnogena je NOTNyHO UCKPUBIbEHA U HE NNYK Ha KPUBY
HopmanHe pacnogene. Mehytum, kaga y3amemo noroputam KOHUEHTpauuje Tpuriuuepuga, MMamo
3aguBrbyjyhe pobpo noknanawe ca HopmanHom pacnogenom (Cnwvka 4.11). Ako norapuTtam
crnyyajHe npomeHrbMBe npaTu HopmanHy pacnogeny, cama cryyajHa npOMeHrbMBa npaTtu
LorHopmanHy pacnogeny (Lognormal distribution).
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Cnuka 4.11 Pacnogena cepyma Tpurnuuepuga (tabena 1.8) u logio Tpurnmuepumaa y kpeu 13
noctersuue 282 6eba, koja ogrosapa kpusama HopmanHe pacnogene

YecTo Xenvmo Aa NMPOMEHUMMO ckafy Ha Kojoj aHanusupamo nogaTtke Kako 6ucmo gobunu
HopmanHy pacnogeny. OBaj npouec aHanuse 30BEMO MaremaTuyka yHkuuja nogartaka, npe Hero
TpaHcdopmauumja (transformation) nogartaka. Loraputam je TpaHcdopmauuja koja ce Hajvewhe
KOpPUCTU, KBaApaTHN KOPEH U peumnnpoyHa BpedHOCT cy Apyre TpaHcdopmauunje (BMaeTn takohe geo
7.4). 3a jepaH y3opak, TpaHccopmaumja Ham omoryhaBa ga kopuctumo HopmanHy pacnogeny ga
oueHmmo ueHTune (geo 1.5). Ha npumep, yecto xenumo ga ogpeammo 2.5-tm n 97.5-tm ueHTun, koju
3ajegHo unMHe 95% nocmatpawa. 3a HopmanHy pacnogeny, OBO Ce MOXe Wu3padyHatu MNpeko
x+1.96s. Moxemo pga TpaHcdopmuwemMo mnodaTke Tako pda pacnogena 6yae HopwmanHa,
n3padyHamo LeHTurne, u oHaa TpaHCopMULLEMO Ha3ag Y OpUrMHanHy ckany.

PasmoTpumo nogatke o Tpurnuuepuamma ca crivke 4.11 n tabene 1.8. CpeguHa je 0.51, a
ctaHgapgHo ogcTtynawe je 0.22. CpeguHa 3a logiwo TpaHcdopmucaHux nopataka je -0.33, wu
cTaHgapgHo oactynawe je 0.17. lWTa ce gewasa ako M3BpwWMMO TpaHcdopmauujy yHasag nomohy
aHTunoraputma (antilog)? AHTUNoOraputam ce KOpPUCTW Aa O3Ha4u OYHKUW)Y WHBEP3HY NoraputMmy
(ekcnoHeHuMjanHa dyHKUMja, OQHOCHO cTeneHoBawe). lNuwe ce kao antilogn(n) 1 3Ha4YM MCTO LWITO U
b". Tpema TOMe 3a cpeguHy, Apobujamo 1003 = 0.47. Oso je mawe of cpeguHe cupoBor
(HenpeTBOpeHor) NnogaTtka. AHTUNOrapuTam cpeamHe norapMTma Huje UCTO LITO U HeTpaHcdopmMucaHa
aputMeTuyKa cpeguHa. Y cTBapu, OBO je reoMeTpMjcka cpeauHa (geometric mean), koja je n-tu
KOpeH npoussoia nocmarpata.

Ako cabepemo noraputMe nocmartpaka gobujamo norapuTaMm HUXOBWUX MpousBoda. Ako
03Ha4YuMmo ca a n b nocmatpara, umamo aa je log(a)+log(b) = Iog(axb).

AKO oly3amMeMo noraputme nocmatpana fobujamo noraputam huxoBUX KONMYHKKA. AKO Cy ca
au b o3HayeHa nocmatpana, mamo aa je log(a)—log(b)= Iog(a/b).

Ako nomMHoxumo noraputam 6poja ca gpyrum 6pojem, gobujamo noraputam npsor 6poja
NOAWrHYT Ha cTeneH gpyror 6poja . AKo O3Hayumo ca a u b npBu u gpyrm 6poj, umamo aa je

log(a) xb =logla® ).
Ma ako nogenumo norapuTtam ca n, gobvjamo noraputam n-Tor KopeHa. Tako umamo ga je
log(a)/n = Iog(%)
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3aTo je cpeguHa norapuTama, foraputaMm reomeTpujcke cpeauHe. Y TpaHcdopMaumjm
yHasag, peuunpoyvHa TpaHcdopmauuja Takohe NpousBoau cpeguHy nocebHOr MmeHa, XapMOHUYHY
cpeauHy (harmonic mean), peLnpoyHy BpeaHOCT cpeanHe peumnnpoyYHMX BPeaAHOCTY.

[eomeTpujcka cpeguHa je y opurMHanHuMm jegvHuudama. Ako ce Tpurnuuepug mepu y
MMON/MMTPY, NnoraputaMm jedHor nocMaTpaka je noraputam mepewa y Mmmon/nutpy. Cyma n
noraputama je noraputam npousBoga n Mepewa y MMON/UTPYy W TO je noraputam mepewa y
mMmon/nuTpy go n-tor. Ctora je n-Tm KOpeH norapuTaMm 6poja y MMORN/NUTPY, U aHTUroraputam je
BpaheH Hasag y opurnHanHe jeguHuue, y MMOn/nuTpy.

MehyTum, aHTUnorapuTam ctaHgap4Hor oAcTynamwa Huje MepeH y OpurMHanHuMm jeauHuuamMa.
[a nspavyHamo ctaHgapAHO oAcTynawe y3nmamo pasnuke namehy ceakor norapMtma nocmartpara u

-\
ofy3Mmamo fioraputamMm reoMeTpujcke cpeguHe, kopuctehn obuyHo copmyny Z(x,- —x) /n-1 (geo

1.8). Tako nmamo pasnuky usmehy noraputama fea 6poja of Kojux je cBakum uaMepeH y MMOn/nuTpy,
Aajyhmn noraputam HUXOBOr KOMMYHMKA LUTO je fioraputam ymuctor 6poja koju Hema aumeHsunjy. buno
61 NOTNYHO UCTO Aa Nv Cy TPUrMMLUEPMON U3MEPEHM Y MMON/NnTpy mnn y mg/100ml. He moxemo aa
TpaHcOopMULLEMO CTaHAAPAHO OACTYNake Ha3aj y OpUrMHarHy ckany.

AKO Xenumo Aa KoOpUCTUMO CTaHAapAHO OACTynawe, Hajnakle je Aa cBa Mepera ypagaumo
Ha TpaHcdopMMcaHoj ckanun u TpaHcopMULLIEMO Ha3ad, ako je To noTpebHo, Ha kpajy. Ha npumep,
2.5-TM ueHTUN Ha noraputamckoj ckanm je -0.33-1.96x0.17=-0.66 u 97.5-Tn ueHTUNn je
-0.33+1.96 x0.17=0.00 . Ja 6u gobunu oBo, y3aumamo noraputam Hevera y MMON/NUTPY U AOAajeMO
“nM ogy3uMamMo roraputam 4mcTtor 6poja (Tj. MOMHOXEH Ha NMPUPOAHOj CKanu), Tako Aa jow MMamo
norapuTamMm Hevera y mmon/mutpy. fla 6ucmo ce BpaTunm Hasaf Ha OpPWUrMHanHy ckany, u3BoaMMo
aHTunoraputam ga gobujemo aa je 2.5-tm yeHtmun = 0.22 1 97.5-tm ueHtnn = 1.00 mmon/nutpy.

4.5 HopmanHu rpacdukoH (The Normal plot)

MHore ctaTUCTUyKe MeTode ce Mory KOpMCTUTU caMOo ako nocMaTpana npate HopmanHy pacnogeny
(Bupetn penoBe 7 i 8 koju obpafhyjy "3Hayewe cpeanHe Manux BpegHocTu" u "Perpecujy wn
kopenauujy"). NocToju HeKonMKO HayuHa Ja ce UCTpaxu Aa nu nocmaTtpakwa npate HopmanHny
pacnogeny. Ca BenvKknum y30pKOM MOXEMO UCTPaXWUTU XUCTorpam ga BUAUMO Aa N OH u3rrnega kao
kpuBa HopmanHe pacnogene. OBO He dyHKUMOHMLIE [OBPO ca Manum y3opkom, n 6orbnm MeToa je
HopmanHu rpacdmkoH (Normal plot). To je rpacmukn meToq koju ce npuMemryje Tako LITO Y3MEMO
obuyaH rpacduukm nanvp u Tabeny HopmanHe pacnogene, ca cneuuwjanHo oglitamnaHvM nanvpom
HopmanHe BepoBaTHohe, unu jow nakwe, ako KOpUcTMMO padyHap. buno koju gobap cratucTuykm
cTtaHgapaHu nporpam he gatn HopmanHe rpadukoHe; ako Hehe, oHaa nporpam Huje fobap. Metoaa
HopmanHor rpadrkoHa Moxe ce KopUCcTUTK Aa ce ucnuta HopmanHa npetnocTtaska y y3opuuma 6uno
Koje BenuyuHe, N BeoMa je KopucHa Aa ce KOpUCTU Kao NpoBepa kada ce Kopucte MeToAe Kao LUTO cy
t meTofe pacnofene, Koje cy onucaHe y geny 7.

HopmanHu rpadumkoH je rpadvkoH pacnogene KymynaTuBHE y4YecTanocTu nogartaka npema
pacnogenu KymynaTtuMBHe ydvecTanocTu 3a HopmanHy pacnogeny. [NpBo nopehjamo nopatke of
HajHWXMX A0 HajBuwKX. 3a cBaky ypeheHo nocmaTpare Hanasmmo o4YeknBaHy BpeAHOCT nocmaTpama
ako cy nogaum npatunu CtaHpapau3oBaHy HopmanHy pacnogeny. [locTojM  HEKonuko
anpokcmmaTuBHUX opmyna 3a oso. Mwu hemo npatutm Armitage-oBy u Berry-jesy (1994) wu
ynotpebutn 3a i-Ty oncepsauuvjy z rge je ¢(z):(i-0.5)/n. Heke kibure n nporpamu Kopucrte

¢(z)=i/(n+1)m nocToje Heke gpyre crnoxeHuje dopmyrne. Hema Heke Benuke pasnuke Koja ce

kopucTtn. N3 Tabene HopmanHe pacnogene HanasvMo BpeOHOCTU of Z Koje ogroapajy ¢(z) = 0.5/n,
1.5/n, vtn. (Tabenn 4.1 HepocTajy getarbu ga 6u ce kopuctuna y npakcu, anu he nocnyxutun 3a
unycTtpauujy.) 3a 5 Tavaka, Ha npumep, umamo ¢(z) = 0.1, 0.3, 0.5,0.7,09mn z=-1.3,-0.5, 0, 0.5, 1.3.
OBo cy Tauke CrtaHgapamsoBaHe HopmanHe pacnogene Koje ogroapajy NpuKynibeHuMm nogauuma.
AKO cy npukynrbeHu nogaum u3 HopmanHe pacnofene rge je cpeavHa U v BapujaHca o2, fobujeHa
Tauka Tpeba ga je jegHaka o(z) + y, roe je z ogroeapajyha Tauka CrtaHgapamsoBaHe HopmanHe
pacnogene. Ako cTaBumo Yy rpacukoH CraHgapgHe HopmanHe Tadke npema  go6ujeHuMm
BpeaHocTMMa, Tpeba ga AobujeMo HewWTOo CMYHO MpaBoj NUHUjU. JegHadnHy OBe NUHMjE MOXEMO
Hanucatm kao o(z) + Y = X, rde je x nocmatpaHa MpoMeHrbMBa M z ofrosapajyhn KBaHTUN
CraHgapamsosaHe HopmarnHe pacnogene. OBO MOXeMO HanucaTtu Kao
_X_H

o o
Koje mponasu Kpo3 Tauky koja je o3HadeHa kao (Y, 0) u nma Harmb 1/0 (normepatu geo 8.1). Ako
nogaum Hucy us HopmanHe pacnogene Hehemo fOBGUTU paBHY NMHWjY, HErO HEKy BPCTY KpuBe. 3ato

z
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WTO Yy rpaduKoHy LpTaMo KBaHTMUNE pacnogene y4yecTanocTu Kojy nocmatpamMo Hacnpam
oprosapajyhux kBaHTWna Teopujcke (oBae HopmanHe) pacnogerne, OBO Ce jowl 30Be KBaHTWUI-
KkBaHTUN rpadukoH (quantile-quantile plot), unn q-q rpadmkoH (q-q plot).

Tabena 4.3 ButammH D um3amepeH y kpBu 26 3gpaBux
MyLikapaua, nogaum n3 Hickish et al. (1989)

14 25 30 42 54
17 26 31 43 54
20 26 31 46 63
21 26 32 48 67
22 27 35 52 83
24

Tabena 4.4 TNpopadyH HopmanHor rpacdukoHa 3a nogatke o ButamuHy D
i VitD  4(2) z i VitD  4(2) z
1 14 0.019  -2.07 14 31 0.519 0.05
2 17 0.058  -1.57 15 32 0.558 0.15
3 20 0.096  -1.30 16 35 0.596 0.24
4 21 0.135  -1.10 17 42 0.635 0.34
5 22 0.173  -0.94 18 43 0.673 0.45
6 24 0.212  -0.80 19 46 0.712 0.56
7 25 0250 -067 20 48 0.750 0.67
8 26 0.288 -0.56 21 52 0.788 0.80
9 26 0.327 -045 22 54 0.827 0.94
10 26 0.365 -0.34 23 54 0.865 1.10
11 27 0404 -024 24 63 0.904 1.30
12 30 0442 -015 25 67 0.942 1.57
13 31 0.481 -0.05 26 83 0.981 2.07

#(z)=(i-0.5)/ 26
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Tabena 4.3 nokasyje HuBoe BuTamuHa D wusmepeHe y KkpBuM 26 3OpaBux MyLuKkapaua.
MpopayyH HopmanHor rpadmkoHa je npukasaH y Tabenu 4.4. 3anamtute ga cy ¢(z): (i-05)/26 nz
CUMETPUYHK, Apyra NofoBMHa je MpBa MOMOBMHA ca CynpoTHUMM 3HakoMm. BpegHoct CrtangapgHor
HopmanHor ogctynawa, z, Moxe 6utu npoHaheHa mHTeprnonauuwjom y Tabenu 4.1, kopuwherwem
nyHuvje Tabene, unu npeko padyHapa.
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Cnwuka 4.13 HaTtpujym y KpBY 1 KPBHM NpUTUCAK y CMCTONU n3MmepeH kog 250 naunjeHata y JeanHmum
MHTe3unBHe Tepanuje 6onHuue St. George, ca HopmanHum rpadgpmkoHnma (Freidland u apyrn 1996)
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Cnuka 4.12 nokasyje xuctorpam u HopmanHuu rpadukoH oBux nopataka. Pacnogena je
3akoweHa M HopmanHu rpadmkoH nokasyje jacHy kpuy. Cnuka 4.12 Takohe nokasyje nogatke o
BuTamuHy D HakoH noraputamcke TpaHcdopmauuje. lMpunuyHo je nako Hanpasutu HopmanHu
rpachmkoH nowTo je ogrosapajyhe CrtaHgapgoHo HopmanHo ogcTynawe, z, HernpomeweHo. Tpeba
caMO fAa u3padyyHamo foraputam nocmartpawa M ga Hauptamo rpadukoH noHoBo. HopmanHu
rpacpmkoH TpaHcdopmmncaHux nogataka ce fobpo npunarohaBa TEOPUJCKOj NUHMjM, U yKasyje Oa je
pacnogena noraputMma 3a HWBO BuTaMuHa D 6nusy HopmanHe. JeaaH nyk y HopmanHom rpacdukoHy
ykasyje Ha acumeTpuyHocT. [lynna kpuBa ykasyje Aa cy oba Kkpaja pacnogene pasnuyuta y ogHocy Ha
HopmanHy pacnogeny, obudHO cy npegyradku, ¥ MHOre KpuBe ykasyjy Ha To da je pacnogena
6umopanHa (Cnuka 4.13). HapaBHo, kaga je yaopak Mmanu nojasuhe ce Heke crnyyajHe pnykTyauuje.

a) g-q rpacukoH B) p-p rpadoukoH
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Cnwuka 4.14 Bapwjaunje HopmanHor rpadmkoHa 3a nogaTtke o BuTamuHy D

MocToj HEKONNKO Pa3nNUUUTUX HaYuHa Aa ce npukaxe HopmanHu rpadumkoH. Heku nporpamu
CTaBrbajy pacnopeny nogataka Ha BepTUKanHy ocy, a Teopujcky HopmanHy pacnogeny Ha
XOPWU3OHTanHy ocy, WTO yTude Ha npasal kpeTawa kpuBe. Heku npaBe rpadukoH 3a Teopujcky
HopmanHy pacnogeny ca CpeavHOM X, CPedVHOM Y30pKa, M CcTaHAapAHUMM OACTynawem S,
cTaHgapaHuMm oAcTynakwem y3opka. OBo je ypaheHo nspadyHaBawem x + Sz . Cnuka 4.14 (a) nokasyje
oBe obe ocobuHe. HopmanHu rpacmkoH ypaheH y nporpamy SPSS nomohy komange "Q-Q Plots".
MpaBa nuHKja je nuHWja jegHakocTW. padurKOH je naeHTuYaH apyrom rpadukoHy ca cnvke 4.12, ocum
npomMeHa y ckanu n 3ameHun oca. HesHaTHa Bapuvjauuja je rpacdpmkoH ctaHpaapausosaHe HopmanHe
BepoBaTHohe (standardized Normal probability plot), unu p-p rpadukoH (p-p plot), roe

CcTaHfgapamsyjeMo nocmaTpara A0 CPeAuHe Hyna u cTaHdapAHor oAcTynawa jefaH, y=(x-x)/s, 1
cTaBrbamo y rpadmkoH kymynaTtuese HopmanHe BepoaTHohe, ¢(y), HacynpoT (i-0.5)/n vnm i/(n+1),

(Cnuka 4.14(6), koja je pobujeHa nporpamom SPSS nomohy komaHge "P-P Plots"). MocToju mana
pa3nuka usmehy cnvka 4.14(a) n 4.14(6) v Bep3uje kBaHTMNa 1 BepoBaTHohe HopmanHor rpacmkoHa
Tpeba Oa ce Tymade Ha UCTU HauuH.

5 NpeaBuhame

5.1 Pacnopgene y3opaka (Sampling distributions)

Y oBoM nornaerby hemo BuOeTM Kako Ham Teopuja BepoBaTHohe omoryhasa ga npensvavmo
(NpoueHMMO) KBaHTUTETE y nonynauuju, 1 oapeaumo npeumsHocT oBux npeasuhane. MpeBo hemo
pa3mMoTpUTK LITa Ce AellaBa kaja ynoTpebumo NoHOBIbEHE Y30pKe M3 jeaHe nonynauuje.

Tabena 5.1 nokasyje ckyn 100 cnyyajHMx umdapa kKoje MOXEMO Aa KOPUCTUMO Kao
nonynawujy 3a ekcnepumeHT y3opka (y3opkoBara) (sampling experiment). Pacnogena 6pojeBa y 0BOj
nonynaumju je npukasaHa Ha cnvum 5.1. CpeguHa nonynauuje je 4.7, a ctaHgapgHo ofacTynawe je
2.9.
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Tabena 5.1 lMonynauuja o 100 cnyyajHux undapa 3a ekcrepuMeHT y3opka (yY30pKoBama)

EkcnepumeHT y3opka (sampling experiment) ce pagu Tako WTO ce KOpucTu ogrosapajyha
MeToAa CryvajHor y3opka kako 61 ce UCKOPUCTUNN NMOHOBIbEHM Yy30pUM nonynauuje. Y oBoM crny4ajy,
JeuumanHe Koukuue cy nocnyxwune kao ogrosapajyhn metoa. N3abpaH je yaopak BenuymMHe YeTupu:
6, 4, 6 n 1. CpeauvHa je uspadyHara kao: 17/4 = 4.25. OBO je NOHOBIbEHO Kako 61 ce KOpUCTUO Apyrn
y3opak of 4eTtupu 6poja: 7, 8, 1 un 8. HberoBa cpeamHa je 6.00. OBa npoueaypa y3opaka je paheHa
cBeykynHo 20 nyTa, kako 6u ce JobMnIM y30puUm 1 KUXOBE cpeaunHe npukasaHe y Tabenu 5.2.

OBe cpeavHe ysopaka Hucy cse ucte. OHe nokasyjy crnyyajHy npomeHrbuBy. Kaga 6ucmo
Mornn ga mckopuctumo ceBux 3 921 225 moryhux y3opaka 3a BenuuMHy 4 1M M3padyyHamMo HUXoBe
cpeavHe, oBe cpedvHe came 6y dopmupane pacnogeny. Hawwux 20 cpenuHa y3opaka cy came no
cebu ysopuu u3 oBe pacnogene. Pacnogena cBux mMoryhmx cpefvHa y3opaka ce 30Be pacnopgena
y3opka (sampling distribution) cpegnHe. YonwTteHo roBopehu, pacnogena ysopka 6uno koje
cTaTUCTUKe je pacnoaena BpegHOCTU cTaTUCTUMKe Koja 6y ce pa3suna 3 ceux moryhux ysopaka.

20 ~

-y
w
L

Yyectanoct
=
1

Cnuka 5.1 Pacnogena nonynauuje us tabene 5.1
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Tabena 5.2 CnyyajHu y3opuu kopuwheHn y ekcnepumeHTy y3opka

Y3opak 6 7 7 1 5 5 4 7 2 8
4 8 9 8 2 5 2 4 8 1
6 1 2 8 9 7 7 0 7 2
1 8 7 4 5 8 6 1 7 0

CpeauHa 4.25 6.00 6.25 5.25 5.25 6.25 4.75 3.00 6.00 2.75

Y3opak 7 7 2 8 3 4 5 4 4 7
8 3 5 0 7 8 5 3 5 4
7 8 0 7 4 7 8 1 8 6
2 7 8 7 8 7 3 6 2 3

CpeavnHa 6.00 6.25 3.75 5.50 5.50 6.50 5.25 3.50 4.75 5.00

5.2 CtaHpapaHa rpewka cpeauHe y3opka (Standard error of a sample mean)

3a kpaTko hemo pa3moTpuTu pacnofeny ysopka camo 3a cpeduHy. lNowTo je Haw y3opak of 20
cpeduHa crnyyajaH ysopak U3 cpeavHe, MOXEMO OBO KOPWUCTUTM Aa NpedBuaMMO Heke napametpe
pacnogene. [1BageceT cpedvHa umajy CBOjy CpeAuHy M cTaHgapaHo oactynawe. CpeaunHa je 5.1 u
cTaHgapgHo oacTtynawe je 1.1. Caga cpeguHa uene nonynauuvje je 4.7, wTto je 6nusy cpeguHe
ysopaka. Anu ctaHaapAHO OACTynake Lene nonynauuje je 2.9, wro je 3HatHo Behe oA cTaHAapAHor
oacTynaka y3opka.

4,25 6,00 6,25 5,25 5,25 6,25 4,75 3,00 6,00 2,75 49,75
6,00 6,25 3,75 5,50 5,50 6,50 5,25 3,50 4,75 5,00 52,00
CpegvHa y3opka: 5,09

AKO upTamo xucTorpam 3a cpeauHe ysopka (Cnvka 5.2), Buaumo Aa cy LeHTap pacnogene
y30pKa 1 pacnogerna nonynauuje pogutersa Uctu, anu je pactyparwbe pacnogerne y3opka 4ocTa Mambe.

Jowl jegaH ekcnepuMeHT y3opka, Ha Behoj ckanu he nnyctposatu oBo y HacTaeky. OBor nyTa
Halwa poauTerbcka pacnogena he 6utn HopmanHa pacnogena ca cpeguHom O 1 cTaHAapAHUM
ogctynateem 1. Cnvka 5.3 nokasyje pacnogeny cniyyajHor y3opka 500 nocmartpawa M3 OBe
pacnogene. Cnuka 5.3 Takofhe nokasyje pacnogeny cpeaunHa ns 500 cnyyajHux y3opaka BenuymHe 4
13 oBe nonynauuje, UCTe BenuynHe ysopka kao Ha cnuum 5.2. Cnvka 5.3 Takohe nokasyje pacnopeny
500 cpeauHa BenuunHe 9 u BenuumHe 16. Y cBe 4yeTupu pacnogene cpeauHe cy 6nusy 0, cpeguHe
poauTerscke pacnogerne. Anu ctaHgapgHa oAcTynaka Hucy ucta. OHa cy y cTBapu anpoKCMMaTUBHO
1 (poauTerscka pacnogena); 1/2 (cpeguHa og 4), 1/3 (cpeavHa og 9) n 1/4 (cpeauHa oa 16). Y ctBapm

pacnogena cpedvHe ysopka vMMa CTaHgapOHO OACTynae oldnwwmve?in, roe je o crtaHgapaHo
oAcCTynawe poauTerbcke pacrnogene, a n je BenuyuMHa ysopka. CpeavHa pacnogene ysopka je
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jeaHaka cpeauHn poguterbcke pacnogene. CTBapHa, Kao CynpoTHa O CuUMynupaHe, pacnogena
cpeaunHe YyeTupm nocmaTpakwa M3 HopmarnHe pacnogene je npvkasaHa Ha cnuuu 5.4.

201 @ nonynauna B Cpeanre yaopaka

L
L&
!

YyecTtanocTt
=)
1

Cnuka 5.2 Pacnogena nonynauuje n3 tabene 5.1 n cpegnHe ysopka u3 Tabene 5.2

500 CrangapaHmx HopMmanHux nocmatparwa S00 cpegwHa 4 Hopmanda nocMaTtpaka

200 + 200 -
g 150 - E 150 -
% =
£ 100 E 100 1
@© @
F 501 50
s, s,
e el
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 1 0 1 2 3
cpeinHa =-0.01,sd.=1.04 cpegunHa =0.00,s.d. =0.48
500 cpeauHa 9 HopmanHux nocmatparsa 500 cpeauHa 16 HopmanHux nocmartparsa
200 4 200 4
g 150 - E 150 4
5 S 3
= 100 1 qgﬂ 5 100 4
o RN @
TF 50 R TF 501
> AAANY =
ARNRNN
0 . RANSRS 04 .
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
cpeguHa =0.00, s.d. = 0.35 cpeoWHa =-0.00,sd. =026

Cnuka 5.3 Y3opuu cpeavHa ns CtaHgapaHe HopmarnHe npomMeHrsvse

CpeouHa y3opka je npeaBuhawe cpegvHe nonynauuje. CTtaHgapOHO OACTyMNawe HeHe
pacnogene ysopka 30Be ce cTaHgapgHa rpeuwka (standard error - se) npegsuhanwa. OHa
ob6e3befnyje mepy konuko adaneko je npeaBuhawe on npase BpegHocTu. Y BehuHu npegsuhamnse,
BepoBaTHO je ga he npegsBuhakbe OUTKM y OKBMPY jedHe CTaHOApAHEe rpellke npaBe CpeauHe U
BepoBaTHO Hehe OWTW ygarbeHa of ke BuWe of OBe cTaHgapaHe rpewke. Nornegahemo oo
npeuunsHuje y HapeaHoM Jeny.
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Cnuka 5.4 Pacnogena cpeauvHe y3opka 4 nocmatpana u3 CtaHgapaHe HopmarnHe pacnogene

Y cKOpO CBMM MpakTUYHUM cuUTyaLujaMa He 3Hamo NpaBy BpedHOCT BapujaHce nonynauuje c?
Beh camo npegsuhare s? (geo 1.7). OBO MOXeMO [a WMCKOPUCTUMO Aa NpeaBuMAMMO CTaHaapaHy

rpewwky nomohy s/Jn. Osa npeasuhame ce Takohe y3anma kao cTaHOapAHa rpellka cpeguHe.
OBWYHO ce jacHO BUAM U3 KOHTEKCTa Aa N je cTaHAapAHa rpeluka npasa BpedHOCT UMM OHa Koja je
npeasuheHa 13 nogaraka.

Kapa je BenuuunHa y3opka n Benuka, pacnogena y3opka o4 x Texu ka HopmanHoj pacnogenu.

Takohe Mmoxemo npeTnocTaBuTK Aa je s? gobpa npeasuhare oa ¢2. Tako 3a BENWKO N, X je 'y cTBapw,
nocmaTtpawe n3 HopmanHe pacnogene ca cpeguMHoOM U U cTaHAapaHMM oacTynakwem npeasuheHnm

npeko s/+/n . Tako ca BepoBaTHohom 0.95, ;je nameny aea, unu ga 6ygemo npeunsHunjm yHytap 1.96
cTaHgapgHux rpewaka p. Ca mManum ysopuuMMa He MOXemo npeTtnoctaBuTv ga num je HopmarnHa
pacnogena pobpa wunu jow BaxHuje ga nu je s? gobpa npeasuharwe on o?. O oBome hemo
pacnpaBrbati y geny 7 koju obpanyjy "3Havere cpegmHe manvx BpegHocTu'”.

Ha npumep, pasamoTtpmmo noHoso 57 FEV1 mepena 13 tabene 1.4. Mmamo ga 36up 57 FEV1

je 231.51, a us Tora je cpeaunHa je x =231.51/57 = 4.062 nutapa , s = %Z(x, —;)2 =0.449174 n
n —
s=+s? =0.67 nvtapa . Taga ctaHaapaHa rpeLuka of X je:

Vs?/n =+/0.449174 /57 = 0.08877 = 0.089 nuTapa

Haj6orba npegsuhane cpeguHe FEV1 y nonynaumju je ctora 4.062 nutapa ca ctaHgapgHoMm
rpewkom 0.089 nutapa. CpeguHa v ctaHgapgHa rpeluka ce Yyecto nuwy kao 4.062 £ 0.089. Oso nako
Moxe Aa Oyade BapSbMBO, MOLITO Ta4yHa BPeAHOCT MoXe B1Tu A0 ABe CTaHAapAHe rpelluke of cpeauHe
ca moryhom BepoBaTHohomMm. OBa npakca Huje npenopyyrsusa.

YecTo HacTajy 3abyHe n3mely nojmoBa "cTaHgapgHa rpewka” u "ctaHgapaHo oacTynawse'.
OBo je pasymsbMBO, NOWTO CTaHAApAHa rpellka je cTaH4apAHO oAcTynawe (pacnogene ysopka) u
MojMOBM Ce YeCTO 3aMeHe y OBOM KOHTeKCTy. KoHBeHUMja je oBa: KOPUCTUMO TepMUH "cTaHgapaHa
rpewka" kaga mepumo npeuunsHocT npeasuhana, n TepMUH "cTaHgapAHO oAcTynawe" Kaga BOAUMO
padyHa o BapujabunHoCcTK y3opaka, nonynauuje nunm pacnogerne. AKO Xennmo Aa KaxkeMo KONMKO Ham
je pobpa npepsuhamwe cpegnHe FEV1 mepewa, HaBogMMo CTaHOApAHY rpeLuky cpeauHe. Ako
XenMMo [Ja Kaxemo KOMUKO je LWupoko pacTtypawe FEV1 wMepena, Hasogumo cTaHOapaHoO
oAcTynawe, S.

5.3 UHTepBanu noBepewa (Confidence intervals)

Mpegsuhawe cpegnHe FEV1 je jegHa BpedHOCT M 3aTo ce 30Be Tayka npeaBuhamwa (point
estimate). He noctoju pasnor ga npetnoctaBumo ga he cpeavHa nonynauuje 6UTK NOTNYHO jegHaka
Tauku npegsuhama, cpeauHn ysopka. Minak, noctoju moryhHocT aa he moxaa 6utn 6nusy e, u N3HoC
3a Koju he BepoBaTHO da ce pasnukyje og npeasuharma Moxe ce npoHahu u3 cTtaHgapgHe rpeLuke.
OHOo wTO MM paguMMmo, jecTe Ada npoHaheMo rpaHuue koje he BepoBaTHO Oa yKibyde cpeaviHy
nonynauuje, u peunmo ga npeasuanmo ga cpeguHa nonynauuje nexu Herge y uHtepsany (Ckyn cBmx
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moryhux BpegHocTn) msmelly osux rpaHuua. OBo ce 3oBe WHTepBan npeasuhawa (interval
estimate).

Ha npumep, ako nocmaTtpamo 57 FEV1 Mepewa Kao Benuku y3opak MOXemo pAa
npeTnocTaBMMO Aa je pacnogena cpeauHe ysopka HopmanHa, v ga je ctaHgapgHa rpeluka gobpa
npeaBuhake crtaHgapgHor oacTtynawa. 36or Tora oyekyjemo ga oko 95% TakBux cpeduHa Oyae
yHyTap 1.96 crtangapgHux rpellaka cpeguHe nonynauuje, p. 3aTo, 3a ckopo 95% csux mMoryhux
y3opaka, cpeavHa nonynauuje mopa ga 6yge Beha of cpeavHe ysopka MUHycC 1.96 ctanHOapAHWX
rpewaka M Mawa of cpeavHe ysopka nnyc 1.96 craHgapaHux rpeliaka. AKO CMO M3padyHanu
x-1.96se n x +1.96se 3a cse moryhe ysopke, 95% TakBux wmHTepsana he cagpxaTtn cpefuHy
nonynauuje. Y oBom cny4ajy, rpaHuue cy 4.062 - 1.96 x 0.089 go 4.062 + 1.96 x 0.089 wTo aaje 3.89
0o 4.24 vnn 3.9 po 4.2 nutpa, 3aokpy>xeHe Ha ABe 3Ha4ajHe uudpe; 3.9 n 4.2 ce 3oy 95% rpaHuue
noBepewa (95% confidence limits) 3a npegsuhare, n ckyn BpegHocTn nsmehy 3.9 n 4.2 ce sose
95% uHTepBan noBepemwa (95% confidence interval). paHnue nosepera cy BpeAHOCTU Ha Kpajy
WHTepBana nosepema.
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Cnuka 5.5 CpegnHa n 95% nHTepsan noeepema 3a 20 cny4ajHux ysopaka 100 nocmatpara 13
CraHgapamsoBaHe HopmarnHe pacnogene

MpeuusHo rosopehu, HeTayHo je pehu ga noctoju BepoBaTHoha op 0.95 ga cpeauvHa
nonynauuje nexu mnamehy 3.9 n 4.2, nako ce 4yecto kaxe Tako. CpegmnHa nonynauuje je 6poj, a He
cnyyajHa npomeHsbmBa, U Hema BepoBaTHohy. To je BepoBaTHoha ga he rpaHuue uspadvyHate u3
CryyYajHor ysopka yKIiby4uTu BpedHOCT nonynauuje koja nsHocm 95%. Cnuka 5.5 nokasyje nHtepsane
noeepena 3a cpeamHy 20 cny4ajHmx ysopaka og 100 nocmaTpanwa n3 CtaHgapavsoBaHe HopmanHe
pacnogene. CpeauHa nonynauuvje je HapasHo 0.0 M npukasaHa je XOPW3OHTaNHOM NUHMjOM. Heku
ysopum cpeaunHe cy 6nuay 0.0, a Heku cy aaneko, HeKku cy u3Hag, a Heku ucnog. CpeavHa nonynauuje
je cagpxaHa y 19 og 20 nHTepBana nosepena. Y OocHOBW, 3a 95% WHTepBane noBepewa TayHo je
pehn Oa BpedHOCT nonynauuje nexu yHytap wuHtepsana. Mu camo He 3Hamo kojux 95%. OBo
n3pakaBaMo TaKo LUTO KaxxeMo ga cmMo 95% curypHu ga cpegmHa nexu namehy oBux rpaHuua.

Y FEV1 npumepy, pacnogena cpeauvHe y3opka je HopmanHa n keHo cTaHgapgHo oacTynane
je pobpo npegguheHo jep je y3opak Benuk. OBO Huje yBek TayHO M Maga je obuyHo moryhe
n3padyHaTu UHTEpBane nosepera 3a Heko npegsuharwe, OHN HUCY CBU CacBUM je4HOCTaBHU Kao OHMU
3a cpeauHy npeasuheHy us senvkor ysopka. lNornegahemo cpeguHy npegsuheHy M3 manor ysopka y
neny koju obpahyje jenaH-ysopak t metoa.

Hema notpebe ga uHTepBan noBepewa uma BepoBaTHohy 95%. Ha npumep, moxemo Aa
nspadyHamo 99% rpaHuue nosepewa. Mopwa 0.5% Tayka CtaHgapamsoBaHe HopmanHe pacnopgene
je 2.58 (Tabena 4.2), Tako oa BepoBaTHoha aa je CtaHgapgHo HopmanHo oactynawe usHag 2.58 wunu
ncnop -2.58 je 1% v BepoBatHoha aa he 6utn nameny osmx rpaHuua je 99%. 99% rpaHuue nosepera
3a cpeauHy FEV1 cy ctora 4.062 - 2.58 x 0.089 n 4.062 + 2.58 x 0.089, 7j. 3.8 n 4.3 nutpa. OBo gaje
LnpKn nHTepsan Hero 95% rpaHuua, Kao LWTo BMCMO oYeKkMBanu NOLTO CMO cUrypHuju ga he cpeguHa
6utn ykrbyyeHa. BepoaTHoha kojy Gupamo 3a uHTepBan noBepewa je 3aTo KoMnpomuc uamehy

Hasus obnactn: < BEPOBATHORA, HOPMAINHA PACMOJENA U NMPEABUBAHE > 26/31



< MEOVMLUNHCKA CTATUCTUKA >— OBJIACT BP. 2

Xerbe Aa ce yKibyuu BpeAHocCT npeasufieHe nonynauuvje u xerbe Aa ce usberHy Aenosu ckane rae
nocToju mana BepoBaTHoha ga he cpeauHa 6uTn npoHaheHa. Y BehuHu cnydajeBa, 95% wHTepBan
noBepena cMaTpa ce 3agoBosbasajyhum.

5.4 CtaHpgapaHa rpewka v UHTepBan noBepeka 3a nponopuujy

CraHpgapgaHa rpeluka npegsuhaka nponopuuje ce Moxe n3padyHatu Ha UCTK HauuH. MpeTnocTaBnumo
Ja je nponopuuja nojeauHaua Koju umajy ogpefeHu ycnos y paToj nonynauujy p, U ga y3amemo
Cny4ajHu y3opak BenuuuHe n, rge je 6poj nocmaTpaHux ca ycrnosoMm r. Taga npeasuheHa nponopuuja
je rin. Bngenu cmo u3 gena koju je obpahueao BuHomHY pacnogeny, ga r gonasv u3 BuHomHe
pacnogene ca cpeguHom np u BapujaHcom np(1-p). MNog ycrnosom ga je n Benuko, oBa pacnogena je
npubnmwkHo HopmanHa. Tako r/n, npegsuheHa nponopuuja je HopmanHo pacnopeheHa ca cpeanHom
koja ce gobuja us np/n = p, n BapujaHca ce gobuja kao

VAR[ij:iZVAR(r):iznpm-p):_p“'p)
n n n n

nowTo je n KOHCTaHTa, n CTaHgapAHa rpeLuka je

p(1-p)

n

MoxxeMo npeaBnaeTn oBO Tako WTo hemo 3ameHuTun p ca r/n.

CraHgapaHa rpeluka nponopuuje je oA KOpUCTU CaMo ako je y3opak JOBOSbHO BENWKU Aa ce
npumeHn 3a HopmanHy anpokcumaumjy. KpaTtko objawrene oBora je ga np u n(1 - p) oba tpeba ga
npemalue 5. OBo je 06MYHO criyvaj oHAa Kaga y3amMeMo y 063up TayHo npeasBuhane. AKO NoKyLlamo ga
KOPUCTUMO METO[ 3a Mare Y30pKe, MOXeMOo Aob6uTu ancypgHe pesyntarte. Ha npumep, y cTyaujm
npeBaneHce XWMB-a kop 6uBwux 3ateBopeHuka (Turnbull u gpyrn 1992), og 29 xeHa Koje Hucy
y3umare gpory jegHa je 6una XMB nosutusHa:

CpegvHa je p = L i =0.034=3.4%
n 29

CranpapaHa rpeiuka je \/ P (1n' P) _ \/ 0'03‘21;2'096 =0.03365 =3.4%

UHTepsan noeepera of 3.4% - 1.96 x 3.4% = -3.1% po 3.4% + 1.96 x 3.4% = 9.9%.

AyTopu cy caonwTunm aa je oo 3.4%, ca 95% wnHTepsana nosepema -3.1% A0 9.9%. Huxa
rpaHuua oa -3.1% pobujeHa M3 nocmatpaHe nponopuvje MuHyc 1.96 ctaHgapgHuX rpellaka, je
Hemoryha.

Kao wrto je Newcombe (1992) ucrakao, TayaH 95% uHTEpBan noBepexa Moxe ce JobuTtn n3
TayHux BepoBaTtHoha BuHomHe pacnogene u oH je 0.1% o 17.8%.

5.5 Paanuka nuamehly oBe cpeauHe

MpeTnocTtaBMMO Aa XenuMo Aa ynopeavMmo CpeanHe X1 U X2, ABa Benvka y3opka, BenuynHa ni n na.
OuekuBaHa pasnuka namehy cpeavHa y3opaka jegHaka je pasnuuu usmehy cpeguHe nonynauuje, To

jecr, E(;1 — X2 =M, -HU,. Koja je cTaHOapaHa rpelwka pasnuke? BapujaHca pasnuke nsmehy ase

He3aBWCHe crydajHe NPoOMeHIbMBE je 36Mp HMXOBUX BapujaHcy (aeo 3.6). Ctora, cTaHgapaHa rpeLuka
pasnuke n3mely OBa He3aBucHa npeAaBufara je KBagpaTHU KopeH 36upa kBagpaTa HUXOBUX

cTaHaapaHux rpewaka. CTaHaapaHa rpeluka cpeauHe je vs?/n, Tako ga cTaHgapaHa rpellka
pasnuke namehy oBe He3aBUCHe cpeduHe je

2 L2
S1, 82

n1 n2

Ha npumep, y cTyamju pecnmpaTtopHux cumntoma kog Lkoncke gdeue (Bland v gpyrn, 1974),
Xenenu CMO da 3Hamo fa fv cy Jdeua 3a Kojy Cy poauTerbu npujasunu ga umajy pecnupaTtopHe
cuMmnTomMe mmarna rope yHkumje nnyha Hero geua Koja HWUCY NpujaBrbeHa Aa MMajy CUMNTOMeE.
MpujaBreeHo je 92 pgeue koja cy Kawsbana TOKOM gaHa unu Hohu u wuxoBa cpeguHa PEFR-a Tj.
MakcumarHor ekcrnupartopHor npoTtoka (Peak Expiratory Flow Rate) je 6una 294.8 nutpa/MuH ca
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cTaHgapgHuM oactynawem 57.1 nutpa/muH n 1643 pgeue koja HUCY npujaBrbeHa a uMmajy OBe
cumnTome mmana cy cpeauvHy PEFR-a og 313.6 nutpa/MuH ca ctaHgapgHum oactynawem 55.2
nutpa/MuH. Ha oBaj HauMH umamo ABa BenvMKa y30pka, M Moxemo Aa npumeHumo HopmanHy
pacnogeny. Mmamo

N1 =92, x1=294.8,s1=57.1, u n2=1643, x2 =313.6, s2=55.2

Pasnuka namehy ase rpyne je X1-X2 =294.8-313.6=-18.8. CraHgapaHa rpeluka pasnuke
je

2 2 2 2
yse? +ses :\/S—1+S—2=\/57'1 + 252 641

ny o n, 92 1643

Y3opak hemo TpeTupaTy Kao jako BEnuKuK, Tako Aa ce MOXe NpeTnocTaBuTu Aa pasnuka namehy
cpegnHa noTtude op HopmanHe pacnogene, M ga je npeaBuheHa cTaHdapgHa rpelwka gobpa
npeasuhare cTaHgapAHoOr OAcTynaka oBe pacnofene. 95% rpaHule nosepera 3a pasnuky cy crora
-18.8-1.96x6.11 n -18.8+1.96 x6.11, 70 ject, -6.8 n -30.8 nutpa/mMnH. VMIHTepBan noeBepewa He
yKIbydyje Hyny, na umamo gobap gokas Aaa, y 0Boj monynauuju, geua koja cy npuvjaBrbeHa ca AHEBHUM
unun HohHMM Kawrbem umajy mawy cpeauHy PEFR Hero gpyra geua. Pasnuka je npegsuhera ga 6yae
nsmehy 7 n 31 nutpa/M1H HUXa KoA AeLie ca CMMNTOMOM, Tako Aa Moxe Aa 6yae NpunmM4yHo mMana.

Kaga umamo ynapeHe nopgaTke, Kao LITO Cy KpoOc-oBep (Cross-over) uUCnutuBaka Wnu
oprosapajyhy CcTyaujy KOHTpone cryyaja, MeToh OBa-y3opka He paau. YMecTo Tora, u3padvyyHamo
pa3nuke namehy ynapeHux nocmaTpata 3a cBaku cybjekar, 3aTuM HanasvMo CpefnHy pasnuke, HheHy
cTaHAgapaHy rpeLuky u nHTepsarn nosepemna, kao y aeny 5.3.

5.6 Nopehewe aoBe nponopuunje
Moxemo ga npyMeHMMO MeTOA U3 NpeTxogHor aena Ha Aee nponopuwuje. CTaHgapgHa rpeluka

nponopuuje p je ,/pi1—pi/n. 3a ABe oaBojeHe nporopuuje pr U Pz, CTaHOApAHa rpellka pasnuvke
nsmefy mwux je

\/p1 (1-p1)+\/p2 (1-p)

¥ Ny

Ako ce ycnosu HopmanHe anpokcvMmauuje ucnyHe (BugeTtu geo 5.4) moxemo ga ogpeavmo
WHTepBarn noBepewa 3a pasnuky Ha yobuyajeH HauymH. Ha npumep, nocmartpajmo Tabeny 5.3.

Tabena 5.3 Kawarb Tokom gaHa unu Hohu kog deue Koja umajy 14 roguHa
n 6poHxmTUC Npe 5-Te roguHe xunBoTa (Holland n gpyru 1978)

Kawarb kog 14  BpoHxutuc npe 5

Oa He YKynHo
Ja 26 44 70
He 247 1002 1249
YKynHO 273 1046 1319

WcTpaxusauum cy xenenu aa 3Hajy y kojoj Mepu aeua ca GpOHXUTUCOM Y paHOM AEeTUHCTBY
“Majy BULLIE PecrnmpaTopHMX CUMMNTOMA KacHuje Y X1BOTY Hero Apyra aeua. Moxemo fa nspadyHamo
pasnuky uaMehy nponopuuja NpujaBrbEHMX 3a Kalarb TOKOM AaHa unu Hohu mehy peuom ca
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nctopujom BpoHxuTuca n kog Aeue 6e3 nctopuje 6poHxutnca npe 5-te roguHe. Mimamo npeasuhare
Ase nponopuuje p1 = 26/273 = 0.09524 n p2 = 44/1046 = 0.04207. Pa3snuka nsmehy wux je p1- p2 =
0.09524 - 0.04207 = 0.05317. CtangapAHa rpeLuka pasnuke je

P1(1-p1)  [P2(1-P2) _ \/0.09524 x (1-0.09524) . 0.04207 x (1-0.04207)
n, n, 273 1046

= 4/0.000315639 +0.000038528 =+/0.000354167 =0.0188

95% wnHTepBan nosepera 3a pasnuky je 0.05317 - 1.96 x 0.0188 go 0.05317 + 1.96 x 0.0188,
Tj. o 0.016 go 0.090. Mako pasnuka HWje NOTMNYHO Npeum3Ho npeasuieHa, MHTepBan nosepewa He
YKIbyJyje Hyny 1 Aaje Ham jacaH Aokas Aa noctoju Beha BepoBaTHoha Aa he geua ca npujaBrbeHUM
BGPOHXUTMCOM Yy NMEepuoAy paHor AeTWHCTBa MMaTU pecnupaTtopHe CUMMNTOME KaCHUWje y XMBOTY Hero
apyra geua. MNMogaum o dyHKUMOHMCcawy nnyha y geny 5.5 gajy Ham pasnor ga npeTnoctaBMMmo ga
OBO HUje y NOTNYyHOCTW nocneauua npucTpacHocTn ogrosopa. Kao n y geny 5.4, nHtepsan nosepera
Mopa 61T n3padyHaT Apyradvje 3a marne y3opke.

Osa pasnuka y npornopuujama Huje naka 3a tymadewe. OgHoc (ratio) nsmehy ase nponopuuje
je vecto kopucHuju. OgHoc nponopuuje gele ca kawrbem y 14-Toj roaMHN U BPOHXUTUCOM Mpe nete
roguHe npema nponopuuju geue ca kawrbem y 14-T1oj n oHMx 6e3 OpoHxMTWUCa Yy NeTOj roguHu je
p4/p, =0.09524/0.04207 =2.26 . [leua ca BGPOHXUTUCOM Mpe neTe roguHe BULLE Hero ABa nyTa cy
CKIMOHWja Kalrby y TOKy AaHa unu Hohu y 14-Toj roguHu of aeue 6e3 TakBe nctopuje.

CraHgapaHa rpeLuka oBOr 04HoCa je KOMMIeKCHa 1, NoLwTo je TO O4HOC, Npe HEero pasnuvka, oH
ce He anpokcumupa fobpo ca HopmanHom pacnogenom. MehyTtum, ako yamemo noraputam OfHoca,
nobujamo pasnuky namehy asa noraputma, jep je log(p1/pz) = log(p1) - log(p2). 3a noraputam ogHoca
MOXeMo Aa npoHaheMo cTaHgapaHy rpeLuky npunuyHo nako. Kopuctumo pesynrart ga, 3a 6uno kojy
cryyajHy NnpoMeHrsuBy X ca cpevMHOM [ U BapujaHCOM o2, npubnmkHa BapujaHca og log(X) nata je
nspasom VAR(log, (X))= o2/ u* (nornepatn Kendall and Stuart 1969). Ctora BapujaHca og log(p) je:

VARag(p)-BLBID_1p
p np

3a pasnwuky usmehy aea noraputma gobujamo :

1-p, 1-
VAR(log, (p,/p,))= VAR(log, (p,))+ VAR(i0g, (p,)) = —P1 + ——P2.
nypy Ny po

CraHgapaHa rpeluka je kBagpaTHM KopeH osora (oBa ¢hopmMyna je 4ecTo HammcaHa Mnpeko
yyecTanoctu, anu ja MucnMM fda je oBa Bep3uja jacHuja). Ha npumep noraputam opgHoca je
log,(2.26385)=0.81707 v cTaHgapAHa rpeLuka je:

273x0.09524 1046 x 0.04207
=+/0.05657 =0.23784

95% wHTepBan noBepewa 3a noraputam opgHoca je crtora 0.81707-1.96 x0.2378 go

0.81707 +1.96 x 0.2378 Tj. op 0.35089 no 1.28324. 95% umHTepBan noeepeka 3a 04HOC nponopuuja

je aHTunoraputam osora: e%3%% no e'28324 4 10 je op 1.42 go 3.61. Ha oBaj HauuH npeasuhamo

[a je mpornopuuja geue npujaBrbeHe ca KallrbeM TOKOM [aHa Mnu Hohu ca ucTopujom GpoHxuTMca
namehy 1.4 n 3.6 nyta nponopuuje kog aeue 6e3 nctopmje GpoHxmTmca.

Mponopuuja nojeanHaua y nonynawumju Kog Kojux ce oborbere pa3Buja U ce jaBno CUMNTOM
je jeoHaka BepoBaTHohu ga he ce kod 6urno kor nojeavHua pasBuTU OBO 06OMbEHE, LITO Ce HasuBa
pu3uK (risk) og nHamBMayanHor passujaka oborberwa. Opasge je y Tabenu 5.3 pusuk ga he gete ca
OPOHXUTMCOM Mpe neTe roavHe KawrbaTh y YeTpHaecToj roamHun 26/273 = 0.09524, a pusuk 3a geuy
Koja Hucy nmana 6poHxuTuC npe nete roguHe je 44/1046 = 0.04207. [a 6ucmo ynopeavnu pusuke
kog rbyam ca n 6e3 ogpeheHunx haktopa pusmka, rmegamo ogHOC M3MeRy pusmka ca akTopoMm u
pu3uka 6e3 dakTopa, penaTUMBHU pU3MK (relative risk). Tako penaTvBHM pU3MK 3a Kallarb KoA deue
Cca 4YeTpHaecT roguHa koja cy umana OGpoHxuTUC npe nete roguHe je 2.26. [a 6u npegsuaenu

1-p4 N 1-p, :\/ 1-0.09524 N 1-0.04207 _\/0.90476+0.95793 _
nyp; Ny Py 26 44
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OVPEKTHO penaTuBHM pU3KNK, noTtpebHa je cTyauja koxopTe (cohort study), kao y Tabermn 5.3.
PenatneHu pusmnk 3a CTyaujy KOHTpone cryyaja uspadyHasamo Ha Apyrn HauuH (geo 10.6).

5.7 Koju je TayaH nHTepBan nosepewa?

MHTepBan nosepewa ouekyje jeAMHO rpeluke nsasBaHe y3nmamwem ysopka. OHe He [03BOSbaBsajy
oacTynara y y30pKy M Aajy Ham npoueHe 3a nonynauujy 3a Kojy Haluv nogauu mory a ce cMmatpajy
crny4ajHUM y30pKOM.

Ha npumep, Salvesen u gpyrn (1992) je caonwTno npahewe ABa crnyvajHo opabpaHa
npoueca pyTUHCKOr yNTpa3By4YHOr npernega Tokom TpyaHohe. Tokom ocMme u AeBeTe roavHe, deua
XeHa koje cy Gune nocmatpaHe cy Guna npaheHa. lNMoarpyna geue nogBprHyTa je cneuupuiHum
TecToBMMa 3a gucnekcujy. PesyntaTtn tecta knacudukosanum cy 21 og 309 nocmatpaHe geue (7%,
95% wnHTepBana noesepera 3%-10%) n 26 og 294 koHTponHux (9%, 95% uHTepeana nosepewa 4%-
12%) kao pucnekcuyHe. MHoro kopucHuju 6uo 6y uHTepBan noBepewa 3a pasnuky wusmehy
npeBaneHcu (-6.3 o 2.2 npoueHTHe Tauke) unu wuxos ogHoc (0.44 oo 1.34), jep GucMo oHAa mornm
[4a ynopeauMmo rpyne aMpekTHO.
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